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O EN CONSTRUCCION.
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Variables aleatorias

O EN CONSTRUCCION.

En esta seccién se hard una revision de algunos temas relacionados con variables aleatorias
como lo son: la medida de probabilidad asociada a una variable aleatoria, las funciones de dis-
tribuciéon acumulativas, las funciones de masa de probabilidad y de densidad, el valor esperado,
la varianza, la desigualdad de Chebyshev y los cuantiles de una variable aleatoria.

Recordemos, ;qué objeto matematico es una medida de probabilidad P[-]?

@ Tip

Definicion

Sea X una variable asociada al “Numero de puntos en la cara superior de un dado
comun de seis caras luego de lanzarlo una vez” o equivalentemente al “Resultado al
lanzar, una vez, un dado comin y corriente de seis caras”.

Evidentemente, los valores que puede llegar a tomar X son x = 1,2,3,4,5,6. Ademds, se
puede ver que la “variable” X resulta ser el objeto matemético representado por el siguiente
grafico:

Definicién 0.1 (Variable aleatoria). Una variable aleatoria es una funcién que asigna un
namero real a cada uno de los elementos del espacio muestral.

X:Q—R
w— X(w)=z€R

10
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En otras palabras, una variable aleatoria es una representaciéon o asociacién numé-
rica (en los ntimeros reales) para los resultados de un experimento aleatorio.

Ejercicio 0.1. Asocie una variable aleatoria a los siguientes experimentos aleatorios:

e Sacar una carta de un mazo (baraja).

7w %«

o Resultado de un partido (“ganar”, “perder”, “empatar”).

Medida de probabilidad asociada

Es légico querer una manera de obtener probabilidades para un conjunto B de potenciales
valores x en los reales, que podria tomar la variable aleatoria X. Es decir quisiera una medida
de probabilidad Py tal que:

Py : B(R) — [0, 1]
B— Py[Bl=pe[0,1]

;,Cémo podriamos usar lo que ya hemos visto para lograr lo que queremos o necesita-
mos?

Ya tenemos una X y una P tal que,

11



[0, 1]

Ademas, recordemos que,
o Imagen: Sea A C 2, la imagen de A por X es X(A) = {z € R: X(w) = z, para algiun w €
A}
o Preimagen: Sea B C R, la preimagen de B por X es X !(B) = {w € Q : z =
X(w), para algin x € B}

Entonces, se puede definir la probabilidad de que la variable aleatoria X tome un subconjunto
de valores en los reales B de la siguiente manera:

Px[B] = Px[{z : z € B}]
= P[{w € Q: X(w) = z, para algun z € B}]
= P[X~}(B)]

Es decir, obtenemos Py haciendo la composicién de X1 y P.

Ademas, Py cumple todos los axiomas, y por ende todas las propiedades, de una medi-
da de probabilidad. Lo tinico que cambia con respecto a lo anteriormente visto acerca
de probabilidades es que siempre estaremos trabajando con conjuntos en los niimeros
reales, en vez de estar trabajando con conjuntos de espacios muestrales distintos que
dependen del experimento aleatorio.

Abusando un poco de la notacién, siempre utilizaremos P[X € B]| para referirnos a Px[B].

Lo cual implica que,

12



e Si B = {a} entonces

Pyl{a}] = P|X"({a})]
= P[X € {a}]
= P[X = q

e Si B = (a,b] entonces

En los siguientes ejercicios, reescriba la probabilidad solicitada en términos de la variable alea-
toria usando la notacién indicada, y si es posible obtenga el valor para dicha probabilidad.

Ejercicio 0.2. Sea X := “Numero que aparece en la cara superior de un dado después de ser
lanzado una vez”.

P[“Sacar méas de 47] = 7

Ejercicio 0.3. Sea Y := “El resultado de un partido codificado de la siguiente manera: Ganar=
1, Empatar= 0, Perder= —1".

P[“No perder”] = ;?

Ejercicio 0.4. Sea Z := “El nimero de caras que aparecen en el lanzamiento de una moneda
normal tres veces”.

P[“Sacar al menos dos sellos”] = ;?

Funcion de distribucion acumulativa

La funcién de distribucién acumulativa F'y de una variable aleatoria X se define como:

Fy(x) == P[X € (~o0,a]]
= P[X < z]

donde z € R.

Para que una funcién (Fy) sea una funcién de distribucién acumulativa, de una variable
aleatoria X, debe cumplir lo siguiente:

13



1. Fx es no decreciente (Si x; < x5 entonces Fy(z;) < Fx(xy)).

2. Fx es continua a derecha <FX<."L‘+) = }llir% Fy(z+h) = Fx(z)
—

3. Fx tiende a cero cuando x tiende a menos infinito ( lim Fy(x)= O).

r——00

4. Fy tiende a uno cuando z tiende a infinito ( lim Fy(x) = 1>.
Tr—00

Ejercicio 0.5. Determine y haga el grifico de la funcién de distribucién acumulativa asociada
a la siguiente variable aleatoria:

X := “Resultado al lanzar, una vez, un dado comtn y corriente”.
@ Solucién
Valores que toma la variable aleatoria X:
r=1,2,3,4,5,6.
La funcién de distribucién acumulativa asociada a la variable aleatoria X es,
(2=0 siz<1
3 sil<wz<2
% si2<x<3
Fy(z) =42 sid3<wz<4
% sid<x<bh
2 sis<2<6
(8=1 si6<x
y su grafico seria,
Fx(x
6/6=1 ) E—
5/6 —
4/6 —
3/6 —
2/6 —
/6| ——
-1 01 2 3 4 5 6 7

14



,Cémo hallar cualquier probabilidad deseada, a partir de la funcién de distribucion

acumulativa?
P[X < 3.5] = 3/6 P[2 < X < 4] = P[X < 4] — P[X < 2]
=4/6 - 2/6 = 2/6

6/6=1 — 6/6=1 —_—

5/6 — 5/6 —

4/6 — 4/6 —

3/6 — 3/6 —

2/6 — 2/6 A

/6| —— /6|  ——
-1 01 2 3 4 5 6 7 1 0 1 2 3 45 6 7

Si se conoce la funcién de distribucién acumulativa de una variable aleatoria, entonces,

15



Pla < X < b] = P[X < b] — P[X < d
=Fx(b") — Fx(a™)

Pla< X <b]=P[X <b]—P[X <d]
= Fx(b7) — Fx(a)

Las variables aleatorias se clasifican en:

o Discretas: Cuando Fy es una funcién escalonada. (X (€2) es un conjunto finito o nume-
rable)

o Continuas: Cuando F'y es una funcién continua. (X(€2) es un intervalo o unién de inter-
valos)

o Mixtas: Cuando F'y es una combinacién de al menos una funcién de distribucién acumu-
lativa escalonada y una funcién de distribucién acumulativa continua.

Ejercicio 0.6. Determine y haga el grifico de la funcion de distribuciéon acumulativa asociada
a la siguiente variable aleatoria:

Z := “El namero de caras que aparecen en el lanzamiento de una moneda normal tres veces”.

16



@ Solucién
Valores que toma la variable aleatoria Z:
z=0,1,2,3.
% =0 siz<0
% sio<z<1
F,(z)= % sil<z<?2
% si2<z<3
£=1 si3<z
1.0 -
.—
0.8 —
(g ‘
0.4 —
0.2
.—
0.0 —=—
I I I I I I
-1 0 1 2 3 4
Z

Funcion de masa de probabilidad y funciéon de densidad

Funcion de masa de probabilidad

La funcién de masa de probabilidad fy de una variable aleatoria discreta X se define
como:
fx(@) = Fx(z) — Fx(z7)
= P[X = z]
donde z € R.

Para que una funcién (fy) sea una funciéon de masa de probabilidad, de una variable aleatoria
discreta X, debe cumplir lo siguiente:

1. fx(x) >0, para todo = € R.

17



2. ) fx(t) =1

teR

Ejercicio 0.7. Determine y haga el grafico de la funcién de masa de probabilidad asociada a
la siguiente variable aleatoria:

X := “Resultado al lanzar, una vez, un dado comun y corriente”.

@ Solucién

Valores que toma la variable aleatoria X:
x=1,2,3,4,5,6.

fx(z) = P[X = 1] 3 i 1 1 L 1
fx(x)
1/6

-1 01 2 3 4 5 6 7

A\ ;Cémo hallar cualquier probabilidad deseada, a partir de la funcién de masa de pro-
babilidad?

P[X < 3.5] = 3/6 P[2 < X < 4] = 2/6
1/6 1/6

-1 01 2 3 456 7 -1 01 2 3 45 6 7

Si se conoce la funciéon de masa de probabilidad de una variable aleatoria, entonces,

18



PX € Bl =) fx(t)

teB

Pla<X <bl= Y fx(t)

a<t<b

Pla<X <bl= Y fx(t)

a<t<b

Ejercicio 0.8. Determine y haga el grifico de la funcién de masa de probabilidad asociada a
la siguiente variable aleatoria:

Z := “El nimero de caras que aparecen en el lanzamiento de una moneda normal tres veces”.

@ Solucién

Valores que toma la variable aleatoria Z:

z=0,1,2,3.
x 0 1 2 3
fx(z) = P[X = z] 5 : : 5

19



Funcién de masa de probabilidad

1.0
0.8

f(z)

0.4
0.2

00 05 10 15 20 25 30

Funcion de densidad

Sea una variable aleatoria X definida como “el tiempo que se debe esperar para...”.

Supongamos que una persona erronea o incorrectamente dice que dicha variable aleatoria

es discreta con valores x = 1,2, ..., 15 minutos, todos ellos igualmente probables, entonces,
Funcion de distribucion Funcion de masa
acumulativa de probabilidad
1.0 7 o T 0.09
0.8 o 0.08 —
._
0.6 ._.‘ 0.07 —
0.4 - o>
. o 0.06 —
02 4 &
: o 0.05
._
0.0 —-= 0.04 —
| | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Ahora, supongamos que esa persona empieza a darse cuenta que algo anda mal e intenta corre-
)
gir su error pasando de minutos a segundos, de donde asume erronea o incorrectamente que

20



la variable aleatoria es discreta con valores x = 1,2, ...,900 segundos, todos ellos igualmente
probables, entonces,

Funcion de distribucion Funcién de masa
acumulativa de probabilidad

10 4 -
0.8 0.0014 —
0.6 — 0.0012 —
0.4 0.0010 —
0.2 0.0008 —
0.0 -

T T T T T 1

0 400 800 1200 0 400 800 1200

Finalmente la persona se da cuenta de que el error que estd cometiendo consiste en considerar
como discreta una variable que es continua (desde la parte de estadistica descriptiva hemos
evidenciado que una variable relacionada con el tiempo es cuantitativa continua con escala de
medida de razén). Sin embargo, gracias al error cometido podemos imaginar lo que ocurrira
cuando el tiempo se divida en partes cada vez més pequefias, hasta llegar a unidades de
tiempo infinitesimales. Cuando el tiempo que debo esperar varia infinitesimalmente entre 0 y
15 minutos (0 < x < 15) con igual probabilidad, entonces,

Funcion de distribucion Funcion de densidad

acumulativa
1.0 — 0.10
0.8 0.08
0.6 0.06 ;
0.4 - 0.04 -, :
0.2 0.02 :
0.0 = | | | | 0.00 = | | —
0O 5 10 15 20 0O 5 10 15 20
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Si para una variable aleatoria discreta se tiene que fy(z) := Fx(x)—Fx(z™), entonces
jcual seria la féormula equivalente (infinitesimal) para una aleatoria continua?
La funciéon de densidad fyx de una variable aleatoria continua X se define como:

(e o= fimg PR

Una funcién fy es funcion de densidad de una variable aleatoria continua X si:

1. fx(z) >0, para todo z € R.
2 [ fxlt)d ffX fdt =1

teR

Note que,

/fx

Es decir que P[X < z] es igual al drea acumulada bajo la curva y = fy(t) desde —oo hasta el

valor dado para .

Ejercicio 0.9.

La vida 1til, en dias, para frascos de cierta medicina de prescripcion es una variable
aleatoria que tiene la siguiente funcién de densidad:

20000
Fi(z) = wrto0r * >0
0 en otro caso

Calcule la probabilidad de que un frasco de esta medicina tenga una vida ttil de:
(a) al menos 200 dias; (b) cualquier lapso entre 80 y 120 dias.

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacién. Ejercicio 3.6.
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Si se conoce la funciéon de densidad de una variable aleatoria, entonces,

PIX € B = / Fr(t)dt

teB

Es decir que Pla < X < b] es igual al drea bajo la curva dada por fy(t), entre las rectas z = a
yx=b.

Si X una variable aleatoria continua, entonces P[X = a] = ;7.

A partir de todo lo visto en las anteriores secciones, concluimos que basta con conocer la fun-
ci6n de distribucién acumulativa o la funcién de densidad (la funcién de masa de probabilidad
para el caso discreto) para conocer por completo el mecanismo aleatorio que rige a la varia-
ble aleatoria y al experimento aleatorio respectivo (y por ende, se puede calcular cualquier
probabilidad que se quiera).

Cuantiles

El cuantil z,, para p € [0, 1], de una variable aleatoria X es un valor que toma la variable tal
que:
P[ngp]zp y P[Xpr]Zl—p

Un cuantil z, no es necesariamente tnico. Cuando un cuantil no es unico, existe un intervalo
en el que cada punto del intervalo satisface las dos condiciones para ser cuantil.

Ejercicio 0.10. Encuentre los cuartiles 1, 2, y 3 (cuantiles 0.25, 0.5 y 0.75) del nimero de
caras que aparecen en el lanzamiento tres veces consecutivas de una moneda comin y corriente.

@ Tip

Z := “El nimero de caras que aparecen en el lanzamiento tres veces consecutivas de una
moneda comun y corriente”.
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Valores que toma la variable: z =0, 1,2, 3.

1.0 e
0.8

0.6

F(2)

0.4 —

0.2

0.0 J—

Note que para una variable aleatoria continua X, se tiene que,

PX <z)]=p
FX['rp] =p
xz, = Fx'(p)

Una funcién inversa de la funcion de distribucién acumulativa de la variable aleatoria X se
denomina funciéon cuantil de X.

Ejercicios

A continuacion se encuentran una serie de ejercicios tomados del siguiente libro:

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacién.

Ejercicio 0.11 (Walpole 3.1).

Clasifique las siguientes variables aleatorias como discretas o continuas:
X: el nimero de accidentes automovilisticos que ocurren al afio en Virginia.

Y: el tiempo para jugar 18 hoyos de golf.
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1.0

0.8 -
0.6
X
LL
0.4
0.2
0.0 -

150 160 170 180 190 200

M: la cantidad de leche que una vaca especifica produce anualmente.
N: el nimero de huevos que una gallina pone mensualmente.

P: el ntimero de permisos para construccion que los funcionarios de una ciudad
emiten cada mes.

Q: el peso del grano producido por acre.

Ejercicio 0.12 (Walpole 3.3).

Sea W la variable aleatoria que da el niimero de caras menos el nimero de cruces
en tres lanzamientos de una moneda. Liste los elementos del espacio muestral S
para los tres lanzamientos de la moneda y asigne un valor w de W a cada punto
muestral.

Ejercicio 0.13 (Walpole 3.5).

Determine el valor ¢ de modo que cada una de las siguientes funciones sirva como
distribucién de probabilidad de la variable aleatoria discreta X:

a. c(nv2 +4), para x =0,1,2, 3;
b. c(i) (3336), para z = 0,1, 2.

Ejercicio 0.14 (Walpole 3.7).
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El ntimero total de horas, medidas en unidades de 100 horas, que una familia utiliza
una aspiradora en un periodo de un afio es una variable aleatoria continua X que
tiene la siguiente funcién de densidad:

x O<zxr<l1
flr)=92—2 1<z<2
0 en otro caso

Calcule la probabilidad de que en un periodo de un ano una familia utilice su
aspiradora,

a. menos de 120 horas;
b. entre 50 y 100 horas.
Ejercicio 0.15 (Walpole 3.13).

La distribucién de probabilidad de X, el nimero de imperfecciones que se encuen-
tran en cada 10 metros de una tela sintética que viene en rollos continuos de ancho
uniforme, estd dada por

x 0 1 2 3 4
f(z) 041 037 0.16 0.05 0.01

Construya la funcién de distribucién acumulativa de X.

Valor esperado o esperanza

El valor esperado / la esperanza / el promedio para una variable aleatoria discreta X es:
px = E[X]

= thx(t)

teR
=) tP[X ={

teR

El valor esperado / la esperanza / el promedio para una variable aleatoria continua X es:

nx = E[X]

:Lmtfx(t)dt
:/:th(t)dt
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Propiedades del valor esperado:

e Si X = a constante, entonces E[X]| = Ela] = a.
e ElaX]=aFE[X].

Ejercicio 0.16. Encuentre el valor esperado / la esperanza / el promedio del ntimero de caras
que aparecen al lanzar tres veces consecutivas una moneda comin y corriente.

@ Solucién

Z := “El ntmero de caras que aparecen al lanzar tres veces consecutivas una moneda
comun y corriente”.
Valores que toma la variable: z =0, 1,2, 3.

3 3
= 2fy(2) =) 2P[Z =1
z=0 z=0
=(0)P[Z=0]+ (1) P[Z =1]+ (2) P[Z = 2]+ (3) P[Z = 3]
1 3 3 1
=0)g+M)g+@g+0)g
3 6 3
37878
12
8
=15

Ejercicio 0.17. Encuentre el valor esperado / la esperanza / el promedio del ntimero de
puntos que aparecen en la cara superior de un dado comun y corriente de seis caras que se
lanza una vez.

@ Solucién

X := “Resultado al lanzar, una vez, un dado comun y corriente”.
Valores que toma la variable: x = 1,2, 3,4, 5, 6.

~—

z fx(z)

1

6

&z fx(x

[N
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Suma: Y afylr)=2% =35

1/6

-1 01 2 344 5 6 7

Ejercicio 0.18. Suponga que en un juego de azar inicialmente se debe apostar $10000 pesos,
luego se lanza un dado comin y corriente de seis caras y por cada punto que salga en la
cara superior del dado, el apostador recibe $2500. ;A la larga, cudl serd la ganancia-perdida
promedio de el(los) apostador(es) por cada vez que se apueste?

@ Solucién

Si X := “Resultado al lanzar, una vez, un dado comun y corriente”, entonces Y =
$2500X — $10000 seria la variable aleatoria asociada a la ganancia-perdida de el(los)
apostador(es).

x fx(@ Y fy(y) yfy(y)
1 1 —7500 L —1300
2 i —5000 1 5000
6 6 6
3 1 —2500 L =200
A i 0 i 0
6 6 6
5 i 2500 3 2590
1 1 5000
6 3 5000 2 ) 500
Suma: ;yl fy(y,) = @ = —1250

28



Si hubiese tenido en cuenta las propiedades del valor esperado:

E[Y] = E[2500X — 10000]
= 2500E[X] — 10000
= 2500(3.5) — 10000
= —1250

Es decir que, a la larga y en promedio, el(los) apostador(es) perderan $1250 pesos por
cada vez que se apueste.

Valor esperado de una funcion

El valor esperado de una funcién g(X) de una variable aleatoria discreta X es:

Hgx) = Elg(X)]
= g(t) fx(t)

teR

=3 gt PIX = 1]

teR

El valor esperado de una funcién g(X) de una variable aleatoria continua X es:
H(x) = Elg(X)]

—/meQUMt
z/mg@fﬂwﬁ

Ejercicio 0.19. Encuentre la ganancia-perdida promedio de un apostador, si de entrada tiene
que apostar $500, y si gana $100 por el niimero al cuadrado de caras que aparecen en el
lanzamiento de una moneda normal tres veces.

@ Solucién

Sea Z := “El nimero de caras que aparecen en el lanzamiento de una moneda normal
tres veces”. La funcién de ganancia-perdida serfa g(Z) = 100 Z2 — 500.
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E[100 22 — 500] = 3 (100#2 — 500) P[Z = {]
teR
3

(100 22 — 500) P[Z = 2]
0

z

1 3 3 1
= (— Z 4 (—400) = + (—100) = + (400) =
(500)8+( 00)8+( 00)8+(00)8
=( 500)1+( 1200)1+( 300)1+<400)1
N 8 8 8 8
1
= (—1600) =
(~1600) 5
= —200

Ejercicio 0.20. Si inicialmente se debe apostar $7500 pesos, y se gana el resultado de un dado
comin elevado al cubo y multiplicado por $100. ;A la larga, cudl serd la ganancia-perdida
promedio de un apostador por cada vez que apueste?

@ Solucién

Sea X := “Resultado al lanzar, una vez, un dado comin y corriente” ¥ = g(X) =
100X3 — 7500 serfa la variable aleatoria asociada a la ganancia-perdida.
Ademas,
E[Y] = E[100X3 — 7500]
= 100E [X?3] — 7500.

x fx(x) g(z) = a? 9(@) fx(z)
1 3 1 g

1 8
2 G ;3
3 s 27 #
4 5 64 b
5 5 125 =0
6 5 216 20

6
Suma: > g(x) fx(z) =2 =735

8
I
—
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E[Y] = 100F [X?] — 7500
=100(73.5) — 7500
= —150

Es decir que por cada vez que se apueste, a la larga en promedio se perderdn $150.

Varianza

La varianza de una variable aleatoria X es:
0% = Var[X]
= B|(x - E[X))’]
= B[X?] — (BX))

Propiedades de la varianza:

o Var[X] > 0, para toda variable aleatoria X.

e Si X = a constante, entonces Var[X]| = Var[a] = 0.
o Var[X +b] = Var[X].

e VarlaX] = a?Var[X].

Ejercicio 0.21. Encuentre la varianza del nimero de caras que aparecen al lanzar tres veces
consecutivas una moneda comudn y corriente.

@ Solucién

Z := “El nimero de caras que aparecen al lanzar tres veces consecutivas una moneda
comun y corriente”.
Valores que toma la variable: z = 0,1, 2, 3.
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z=0
= (O) 5+ ()% + (@) 2 +(9) 5 — (15
3 12 9 ,
= % — (1.5)2
=3—(1.5)2
=0.75

Ejercicio 0.22. Encuentre la varianza y la desviacion estandar del nimero de puntos que
aparecen en la cara superior de un dado comin y corriente de seis caras que se lanza una vez.

@ Solucién

X := “Resultado al lanzar, una vez, un dado comun y corriente”.
Valores que toma la variable: x = 1,2, 3,4, 5,6.

z fx(x) z? fx(z)

1 1
; ; g
X i 5
j ;
4 ? g
5 ? g
6 6 . G

Suma: Zl z? fx(z) = % =15.16666
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Var[X] = 15.16666 — (3.5)2 = 2.91666

SD[X] = V2.91666 = 1.707825

1/6

-1()1'23‘45'67

Desigualdad de Chebyshev

Para toda variable aleatoria X (denotando py = E[X]y 0% = Var[X]), la probabilidad de
que ésta tome valores a k desviaciones estandar de la media es por lo menos (es como minimo)
1— k% Es decir,

1

Plux — (k)ox < X < px + (k) ox] Zl_ﬁ
1

1

PIX = px| < (K)ox] 21— -5

para k dado.

Por ejemplo, para k = 1 se concluye que,

para toda variable aleatoria X. Conclusiéon que es obvia, ya que toda probabilidad es mayor
que cero. Sin embargo, para k > 1 tendriamos conclusiones mas interesantes. Por ejemplo,

para k = 2.5 se concluye que,
1
PHX_:UX| < (2-5)‘7)(] >1-— W

Pluy —(25)0x < X < iy + (2.5) 05| > 0.84
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para toda variable aleatoria X (sin importar su distribucion).

Por otro lado, si en
1
Plux — (k)ox < X < pux + (k) ox] 21_@
decimos que € = (k) o entonces la desigualdad quedaria de la siguiente manera,
2

o
P[/,LX—6<X<,LLX+€]21—€—§

para € > 0 y cualquier variable aleatoria X (denotando uy = E[X]y 0% = Var[X]).

i De qué me sirven los anteriores resultados? jpara qué los puedo utilizar?

Ejemplo 0.1. Supongamos que una fabrica produce 1500 unidades al dia, con una desviacién
estandar de aproximadamente 300 unidades.

Entonces, sin importar la distribucién (el mecanismo aleatorio detras) de la variable aleatoria
X : “nimero de unidades producidas por la fabrica al dia”, podemos concluir que,

1

P[MX—(k>UX<X<Mx+kUX]21—ﬁ

1

P[1500 — (k)(300) < X < 1500 + (k)(300)] = 1 — -

De alli (sin conocer nada méas acerca de la variable aleatoria X) puedo asegurar que como
minimo el 84% de los dias se producen entre 750 y 2250 unidades al dia (llego a esta conclusién
tomando k = 2.5).

Ejercicio 0.23. ;A partir de la informacion el ejemplo anterior, como minimo, qué PRO-
PORCION de los dias se produciran entre 1000 y 2000 unidades?

@ Tip

Tome e = 500.

Ejemplo 0.2. Supongamos que la estatura media de los hombres adultos en cierto pais es de
aproximadamente 177.8 c¢m, con una desviaciéon estandar de alrededor de 7.62 cm.

Entonces, sin importar la distribucién (el mecanismo aleatorio detras) de la variable aleatoria
X : “estatura media de los hombres adultos”, se tiene que,
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1
P[HX*kJX<X<Mx+kUX]21*ﬁ

1
P[L77.8—2(7.62) < X < 17784+ 2(7.62)] 2 1 - 5
P[162.56 < X < 193.04] > 0.75

Es decir, al menos (como minimo) el 75% de los hombres adultos de ese cierto pais tienen una
estatura entre 162.56 y 193.04 cm.

Ejercicio 0.24. ;A partir de la informacién el ejemplo anterior, entre qué estaturas estaria
al menos (como minimo) el 90% de las estaturas de los hombres adultos de ese pais?

Ejercicios

A continuacién se encuentran una serie de ejercicios tomados del siguiente libro:

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacién.

Ejercicio 0.25 (Walpole 4.1 (3.13)).

En el ejercicio 3.13 de la pagina 92 se presenta la siguiente distribuciéon de proba-
bilidad de X, el nimero de imperfecciones que hay en cada 10 metros de una tela
sintética, en rollos continuos de ancho uniforme

T 0 1 2 3 4
f(z) 041 037 0.16 0.05 0.01

Calcule el niimero promedio de imperfecciones que hay en cada 10 metros de esta
tela.

Ejercicio 0.26 (Walpole 4.13 (3.7)).

La funcién de densidad de la variable aleatoria continua X, el nimero total de
horas que una familia utiliza una aspiradora durante un ano, en unidades de 100
horas, se da en el ejercicio 3.7 de la pagina 92 como

x O<r<l1
flx)=R2—2 1<z<?2
0 en otro caso
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Calcule el ntimero promedio de horas por afio que las familias utilizan sus aspira-
doras.

Ejercicio 0.27 (Walpole 4.21 (4.12)).

;,Cudl es la utilidad promedio por automévil que obtiene un distribuidor, si la
utilidad en cada uno estd dada por g(X) = X2, donde X es una variable aleatoria
que tiene la funcién de densidad del ejercicio 4.127

Ejercicio 4.12: Si la utilidad para un distribuidor de un automévil nuevo, en uni-
dades de $5000, se puede ver como una variable aleatoria X que tiene la siguiente

funcién de densidad
20l—x) O<a<l1
f@) = { (1-2)

0 en otro caso
Calcule la utilidad promedio por automoévil.
Ejercicio 0.28 (Walpole 4.49 (4.32)).

Considere la situaciéon del ejercicio 4.32 de la pagina 119. La distribucion del ntimero
de imperfecciones por cada 10 metros de tela sintética estd dada por

T 0 1 2 3 4
f(z) 041 0.37 0.16 0.05 0.01

Calcule la varianza y la desviacién estandar del niimero de imperfecciones.

Ejercicio 0.29 (Walpole 4.58).

El tiempo total que una adolescente utiliza su secadora de pelo durante un afio,
medido en unidades de 100 horas, es una variable aleatoria continua X que tiene
la siguiente funcién de densidad

T O<z<l
flx)=R2—2 1<z<?2
0 en otro caso

Utilice las propiedades de valor esperado para evaluar la media de la variable
aleatoria Y = 60X?2 + 39X, donde Y es igual al ntimero de kilowatts-hora que
gasta al ano.

Ejercicio 0.30 (Walpole 4.75).
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Una empresa eléctrica fabrica una bombilla de luz de 100 watts que, de acuerdo
con las especificaciones escritas en la caja, tiene una vida media de 900 horas con
una desviacién estandar de 50 horas. A lo sumo, ;qué porcentaje de las bombillas
no duran al menos 700 horas? Suponga que la distribucién es simétrica alrededor
de la media.

Funcidones generadora de momentos y caracteristica

Definicién 0.2 (Funcién generadora de momentos). Sea X una variable aleatoria tal que
E [e'X] es finito para todo t € (—a, «), con « real positivo. Se define la funcién generadora de
momentos de X, denotada por m y(-) como:

my(t) = E [e"]

para t € (—a, ).

Teorema 0.1. 57 X es una variable aleatoria cuya funcion generadora de momentos existe,
entonces, E[X"] existe para toda r € Z (el reciproco no es vdlido).

Teorema 0.2. Si X es una variable aleatoria cuya funcion generadora de momentos mx(+)
existe, entonces, existe h € (0,00) tal que:

o) k
mac(t) =3 Z
k=0 '

para todo t € (—h,h), y por lo tanto,

B[X = Soms(t)

t=0

Definicién 0.3 (Funcién caracteristica). Sea X una variable aleatoria. La funcién caracteris-
tica de X es la funciéon ¢y : R — C definida por:

px(t) = E [¢*]

donde i = V=1 y e'X = cos(tX) + isin(tX).

Teorema 0.3. S7 X es una wvariable aleatoria discreta o absolutamente continua entonces
v (t) existe para todo t € R.

Teorema 0.4. Sea X una variable aleatoria. La funcidn caracteristica ¢ (t) de X satisface:

« ox(0)=1.
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©x(t) <1 para todo t.
Si E [Xk] existe, entonces,

d" __ ik k
Grex(0] =B,

Teorema 0.5. Si X y Y son variables aleatorias, vy,

px(t) = py(t)

para todo t, entonces, X y'Y tienen la misma distribucion.

)

EN CONSTRUCCION.

Ejercicios

Determine una expresiéon para la funciéon caracteristica de Y en términos de las constantes
en los reales, la funcion caracteristica de X o las funciones caracteristicas de los X, segtin

corresponda.
1. SiY =a € R, entonces $ _Y(t) = $;7
2. SiY =aX + b, para a,b € R, entonces $ _Y(t) = $;7?
3. X y Y son variables aleatorias independientes si y solo si § _{X+Y}(t) = $;7?
4. Si Xq,...,X,, es un conjunto de variables aleatorias independientes, a4,...,a,, € Ry

Y=a0,X,4++a,,X,,, entonces $ _Y(t) = $;7

. Si X,,..., X,, es una muestra aleatoria y Y = X, entonces $ _Y(t) = $;7?

EN CONSTRUCCION.
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Distribuciones discretas

O EN CONSTRUCCION.

En esta seccién se hara una revisién de algunos temas relacionados con modelos/distribuciones
de variables aleatorias discretas.

Uniforme discreta

Ejercicio 0.31.

De un equipo de 10 empleados, y mediante la seleccién al azar de una etiqueta
contenida en una caja que contiene 10 etiquetas numeradas del 1 al 10, se elige a
uno para que supervise cierto proyecto. Calcule la férmula para la distribucién de
probabilidad de X que represente el niimero en la etiqueta que se saca. ;Cudl es la
probabilidad de que el nimero que se extrae sea menor que 47

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacién. Ejercicio 5.3.

Caracteristicas:

Todos los valores que puede tomar la variable aleatoria son igualmente probables.
Valores que puede tomar la variable:

r=1,2,....n

Parametro:

n € Z*, nimero o cantidad de valores que puede tomar la variable.

Notacién:

X ~ U(n), esto se lee asi: la variable aleatoria X tiene una distribucién uniforme discreta de
pardmetro n.

Funcién de masa de probabilidad:
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1 .
= Siz=1,2,...,n
fx(x) = {n
0 en otro caso
T 1 2 .. n
fx(@) - - .

Funcion de distribuciéon acumulativa:

0 siz <1

1 .

o sil<x<?2

2 .

= si2<x<3

Fy(r)=4" .

”;1 sin—1<z<n
(1 sin<ux

o Uy = E[X] — ntl
e 0% =VarlX]= ni1

Funcion caracteristica:

it _ i(n+1)t

px(t) = EETOR

Para ilustrar:

layout (matrix(c(1,2), 1, 2))
n <- 10
x <- 1:n
y <= rep(1/n, n)
plot(ecdf(x), bty="n", col="blue", xlim=c(0,11), las=1, main="",
sub="Funcién de distribucién\nacumulativa", xlab="", ylab="F(x)")
title(bquote("Distribucién uniforme discreta: ("#n == .(n)*")"),
line= -1.25, outer=TRUE)
plot(x, y, type= "h", bty="n", col="blue", xlim=c(0,11), ylim=c(0,max(y)), las=1, 1lty=3,
main="", sub="Funcién de masa\nde probabilidad", xlab="", ylab="f(x)")
points(x, y, pch=20, col="blue")
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Distribucion uniforme discreta: ....(n = 10)

1.0 - 010 7| eeeeeeeceee
— R
0.8 — — 0.08 —
._
~ 0.6 - o— _.0.06 -
= o =
H 0.4 — = 0.04 1
._
0.2 — *— 0.02 —
._
0-0 N 0.00 — N N N N N N N N N N
1 1 1T T 1 1 1 1T T 1
0 2 4 6 8 10 0O 2 4 6 8 10
Funcion de distribucion Funciéon de masa
acumulativa de probabilidad

e Special Distribution Calculator
Algunas situaciones en donde aplica:

o Las variables en donde todos sus valores son igualmente probables.

e Niimero resultante en el lanzamiento de un dado de cualquier nimero de caras que no
“esté cargado”.

Bernoulli

Ejercicio 0.32.

La probabilidad de que llueva manana es 0.40 y la probabilidad de que no llueva
es 0.60.

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacién. Ejercicio 2.49.

Caracteristicas:

La variable aleatoria sélo toma dos posibles valores, uno asociado a “acierto” y otro a “fraca-

so”.

Valores que puede tomar la variable:
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x =0 (“fracaso”), 1 (“acierto”).
Parametro:

p € [0, 1], probabilidad de “acierto”.
Notacién:

X ~ B(p), esto se lee asi: la variable aleatoria X tiene una distribucién Bernoulli de pardmetro
.

Funcién de masa de probabilidad:

1—p Siz=0
fx(@)=4p Siz=1
0 en otro caso
x 0 1
fX(x) I—p p
Funcion de distribucién acumulativa:
0 siz <O
Fy(z)=<1—p si0<z<1
1 sil<uz

Valor esperado y varianza:

« px = E[X]
o 0% =Var[X]

p.
=p(1 —p).

Funcion caracteristica:

ox(t)=(1—p)+pe’
Para ilustrar:

layout (matrix(c(1,2), 1, 2))

p <-0.4

x <- c(0, 1)

y <= c(1-p, p)

cdf <- approxfun(x, cumsum(y), method = "constant", yleft = 0, yright = 1,

42



ties = "ordered")

class(cdf) <- c("ecdf", "stepfun", class(cdf))
attr(cdf, "call") <- sys.call()
plot(cdf, bty="n", col="blue", xlim=c(-1,2), las=1, main="",

sub="Funcién de distribucién\nacumulativa", xlab="", ylab="F(x)")
title(bquote("Distribucidén Bernoulli: ("*xp == .(p)*")"),

line= -1.25, outer=TRUE)

plot(x, y, type= "h", bty="n", col="blue", xlim=c(-1,2), ylim=c(0,max(y)), las=1, 1lty=3,

main="", sub="Funcidén de masa\nde probabilidad", xlab="", ylab="f(x)")
points(x, y, pch=20, col="blue")

Distribucion Bernoulli: ....(p = 0.4)

1.0 & 0.6 — *
0.8 — 0.5 —
~ 0.6 P - 0.4 7 :
' 0.2
0.2 — 01 —
0.0 ==~ 0.0 - : :
— 1T 1T 1T T T 1 — 1T 1T 1T T T 1
-1.0 0.0 1.0 2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
Funcion de distribucion Funcion de masa
acumulativa de probabilidad

e Binomial Coin Experiment. n = 1
Algunas situaciones en donde aplica:

o Resultado del lanzamiento de una moneda (1: cara y 0: sello).

e Ganar o perder (Resultado al lanzar un dado donde si sale 5 0 6 gano y en otro caso
pierdo).

« Seleccionar un individuo o elemento y ver si tiene una caracteristica de interés (Resultado
de seleccionar un estudiante al azar de la clase e identificar si ha aprobado todos los
examenes).
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A partir de un experimento Bernoulli se pueden derivar tres distribuciones:

e Binomial
o Hipergeométrica
o Binomial Negativa (incluyendo la Geométrica como un caso particular)

Binomial

Ejercicio 0.33.

La probabilidad de que un paciente se recupere de una delicada operacién de co-
razén es 0.9. ;Cudl es la probabilidad de que exactamente 5 de los siguientes 7
pacientes intervenidos sobrevivan?

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacién. Ejercicio 5.11.

Caracteristicas:

La variable aleatoria corresponde al niimero de “aciertos” de un experimento Bernoulli que se
repite exactamente IN veces y donde el resultado de cada repeticién no depende de ninguna
otra repeticion, es decir, los resultados de cada repeticiéon son independientes entre si.

Valores que puede tomar la variable:

rz=0,1,....n

Parametros:

n € Z*, ntimero de repeticiones, y p € [0, 1], probabilidad de “acierto”.
Notacién:

X ~ B(n,p), esto se lee asi: la variable aleatoria X tiene una distribucién Binomial de para-
metros n y p.

Funcién de masa de probabilidad:

(Mp*(1—p)»* Siz=0,1,...,n

x

€T fry
Ix(@) {0 en otro caso

Funcion de distribuciéon acumulativa:
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0 six <0

(5)p° (1 =p)"~° si0<z<1
Fy(z) = (©P° (L =p)" "+ (Dp' (A =p)"~" .Si 1<z<2

21:01 (?)pl (1—p)" sin—1<xz<n
1 sin<z

Valor esperado y varianza:

o ux = E[X]=(n)(p).
s 0% =Var[X] = (n)(p)(1 —p).

Funcion caracteristica:
A7)
px(t) = ((1—p) +pe')
Para ilustrar:

layout (matrix(c(1,2), 1, 2))

n<-7
p <- 0.9
x <= 0O:n

y <- dbinom(x, n, p)
cdf <- approxfun(x, cumsum(y), method = "constant", yleft = 0, yright = 1, f = 0,
ties = "ordered")
class(cdf) <- c("ecdf", "stepfun", class(cdf))
attr(cdf, "call") <- sys.call()
plot(cdf, bty="n", col="blue", xlim=c(-1,n+1), las=1, main="",
sub="Funcién de distribucidén\nacumulativa", xlab="", ylab="F(x)")
title(bquote("Distribucidén binomial: ("xn == .(n)*","~p == .(p)*")"),
line= -1.25, outer=TRUE)
plot(x, y, type= "h", bty="n", col="blue", xlim=c(-1,n+1), ylim=c(0, max(y)), las=1, 1lty=3
main="", sub="Funcién de masa\nde probabilidad", xlab="", ylab="f(x)")
points(x, y, pch=20, col="blue")
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Distribucion binomial: ....(n=7, p =0.9)

1.0 e—- °
- 0.3
= 0.6 - 2 ;
L 0.4 = 0.2 1 :
o
0.2 — - 0.1 — -
00 ¢ 0.0 = T’T.T | |
0O 2 4 6 8 0O 2 4 6 8
Funcion de distribucion Funcion de masa
acumulativa de probabilidad

Special Distribution Calculator
¢ Binomial Coin Experiment
e Binomial Distribution

o Binomial Distribution Applet/Calculator
Algunas situaciones en donde aplica:
e Nimero de caras obtenidas al lanzar una moneda n veces.

o Nuamero de veces que gano al lanzar un dado n veces (gano si sale 5 o 6).

e Numero de elementos e individuos que tienen una caracteristica, de n seleccionados con
reemplazamiento 6 de tal forma que garantizan el que son independientes entre si.

Hipergeométrica

Ejercicio 0.34.

,Cudl es la probabilidad de que una camarera se rehtise a servir bebidas alcohélicas
a sOlo 2 menores si verifica al azar 5 identificaciones de 9 estudiantes, de los cuales
4 son menores de edad?

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacién. Ejercicio 5.34.
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Caracteristicas:

La variable aleatoria corresponde al ntimero de “aciertos” de n experimentos Bernoulli reali-
zados con respecto a un total de N posibles, donde se sabe que R (de los posibles N) son
efectivamente “aciertos”, ademads, los experimentos son realizados simultaneamente, sin reem-
plazamiento o son dependientes entre si.

Valores que puede tomar la variable:
x € Z con max{0,n — (N — R)} <z < min{n, R}
Parametros:

N € 7%, nimero de experimentos Bernoulli posibles, n € Z" con n < N, nimero de ex-
perimentos Bernoulli realizados, y R € Z" con R < N, nimero total de todos los posibles
“aciertos”.

Notacion:

X ~ Hg(n, N, R), esto se lee asi: la variable aleatoria X tiene una distribucién Hipergeométrica
de parametros n, N y R.

Funcién de masa de probabilidad:

Si x es un valor que puede tomar la variable

0 en otro caso

Valor esperado y varianza:
(X]=n %.
ar(X] =nf (1-

=

3

I 5
I
=

) (371)-

2|=
z

Funcion caracteristica:

(VB Fy (—n,—R; N — R —n + 1;¢it)

px(t) =—" N
()
o (@) (ay) zn
donde ,F, (aq,...,a,;by,...,b,;2) = Z_:OW% (funcién hipergeométrica generaliza-

da).
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Para ilustrar:

layout (matrix(c(1,2), 1, 2))

<- 9

<-4

<- 5

<- max(0, n-(N-M)) :min(n, M)

<- dhyper(x, M, N-M, n)

cdf <- approxfun(x, cumsum(y), method = "constant", yleft = 0, yright = 1, £ = 0,

ties = "ordered")

class(cdf) <- c("ecdf", "stepfun", class(cdf))

attr(cdf, "call") <- sys.call()

plot(cdf, bty="n", col="blue", xlim=c(x[1]-1, x[length(x)]+1), las=1, main="",
sub="Funcién de distribucidén\nacumulativa", xlab="", ylab="F(x)")

title(bquote("Distribucién hipergeométrica: ("*n == .(n)*","~N == .(N)*","~M == . (M)*")")

line= -1.25, outer=TRUE)

plot(x, y, type= "h", bty="n", col="blue", xlim=c(x[1]-1, x[length(x)]+1), ylim=c(0, max(y

main="", sub="Funcidén de masa\nde probabilidad", xlab="", ylab="f(x)")

< M B =R =

points(x, y, pch=20, col="blue")

Distribucion hipergeométrica: ....(n =5, N =9, M =4)

1.0 P °
— 06 — 0.3 H
X =
L 04 = 0.2
?
0.2 *— 0.1 — :
[ ]
0.0 F—e— 0.0 - i :
1 1T T T T 1 1 1T T T T 1
-1 1 2 3 4 5 -1 1 2 3 4 5
Funcién de distribucion Funcién de masa
acumulativa de probabilidad

e Special Distribution Calculator
e The Ball and Urn Experiment
o Hyper-Geometric Distribution Applet/Calculator
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Algunas situaciones en donde aplica:

e Numero de balotas rojas obtenidas al extraer, simultdneamente o sin reemplazamiento,
n balotas de una urna con un total de N balotas, donde se sabe que hay M rojas.

e Numero de productos defectuosos obtenidos al extraer, simultdneamente o sin reempla-
zamiento, n de un lote de N, donde se sabe que hay M defectuosos.

Binomial negativa

Ejercicio 0.35.

Una pareja decide que continuaréd procreando hijos hasta tener dos hombres. Supo-
niendo que Plhombre] = 0.5, jcudl es la probabilidad de que su segundo nifo sea
su cuarto hijo? (A couple decides to continue to have children until they have two
males. Assuming that Plmale] = 0.5, what is the probability that their second male
is their fourth child?)

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacién. Ejercicio 5.92.

Forma |

Caracteristicas:

Ntumero de “fallos” obtenidos al repetir un experimento Bernoulli las veces necesarias para,
obtener r “aciertos” (el experimento se detiene en el momento en el que sale el r-ésimo “acier-
to”).

Valores que puede tomar la variable:

r=0,1,2,..

Parametros:

r € Z7, nimero de aciertos deseados, y p € [0, 1], probabilidad de “acierto”.
Notacioén:

X ~ BN p(r,p).

Funcién de masa de probabilidad:

fx(@) = {Girll)pr(l —p)® Siz=0,1,..

0 en otro caso
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Valor esperado y varianza
— _ r(d=p)

o 0% =VarlX] = L;m.

Funcion caracteristica:

ex(t)

Forma Il

Caracteristicas:

Nuimero de repeticiones de un experimento Bernoulli necesarias para obtener r “aciertos” (el
experimento se detiene en el momento en el que sale el r-ésimo “acierto”).

Valores que puede tomar la variable:

r=rr+1,r4+2 ..

Parametros:

r € Z*, nimero de aciertos deseados, y p € [0, 1], probabilidad de “acierto”.
Notacién:

X ~ BN 1p)(r,p)-

Funcién de masa de probabilidad:

FDpr1—p)® T Siz=rr+1,..
fx(x) =
0 en otro caso
Valor esperado y varianza:
o px = E[X] = %
e 0% =VarlX]= 77”(;;10)
Note que la Forma I y la Forma II estan relacionadas entre si (son en realidad dos

formas de ver una misma distribucion):

o Si X ~ BN, entonces Y =X +r~ BN p,y
o Si X ~ BN ), entonces Y = X —r ~ BN .
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Geométrica

Cuando r = 1, se dice que la variable aleatoria X tiene una distribuciéon geométrica de para-
metro p € [0, 1], probabilidad de “acierto”, y se denota de la siguiente manera: X ~ G(p).

Para ilustrar:

layout (matrix(c(1,2), 1, 2))

r <- 2

p <- 0.5

max_x <- 12

x <= O:max_x

y <- dnbinom(x, r, p)

cdf <- approxfun(x, cumsum(y), method = "constant", yleft = 0, yright = 1, f = 0,

ties = "ordered")

class(cdf) <- c("ecdf", "stepfun", class(cdf))

attr(cdf, "call") <- sys.call()

plot(cdf, bty="n", col="blue", xlim=c(-1, max_x+1), las=1, main="",
sub="Funcién de distribucién\nacumulativa", xlab="", ylab="F(x)")

title(bquote("Distribucién binomial negativa (I): _I("xr == .(x)*","~p == .(p)*")"),

line= -1.25, outer=TRUE)

plot(x, y, type= "h", bty="n", col="blue", xlim=c(-1, max_x+1), ylim=c(0, max(y)), las=1,
main="", sub="Funcidén de masa\nde probabilidad", xlab="", ylab="f(x)")

points(x, y, pch=20, col="blue")

Distribucion binomial negativa (1) ........ _I(r=2,p=0.5)

1.0 — ¢~ 025 — ee
R s 2
0.8 o 0.20 - i,
- s
—~ 0.6 _. 0.15
RS o X °
L 0.4 - < 0.10
R
02 - ¢ 005 i iiie
SRR N
0.0 —-- 0.00 - A Y Y
T T 1 1T 11 T T 1 1T 11
0 2 4 6 8 12 0 2 4 6 8 12
Funcién de distribucion Funciéon de masa
acumulativa de probabilidad
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e Special Distribution Calculator

¢ Negative Binomial Experiment

o Negative Binomial Distribution Applet/Calculator (I)
o Negative Binomial Distribution Applet/Calculator (II)

Algunas situaciones en donde aplica:

¢ Numero de lanzamientos de una moneda necesarios para obtener r caras.
o Numero de veces que debo lanzar un dado para ganar r veces (gano si sale 5 o 6).

e Niimero de elementos o individuos independientes que debo observar hasta encontrar r
que tienen una caracteristica.

Poisson

Ejercicio 0.36.

Los baches en ciertas carreteras pueden ser un problema grave y requieren repa-
racién constantemente. Con un tipo especifico de terreno y mezcla de concreto la
experiencia sugiere que hay, en promedio, 2 baches por milla después de cierta can-
tidad de uso. Se supone que el proceso de Poisson se aplica a la variable aleatoria
“ntimero de baches”.

e ;Cudl es la probabilidad de que no aparezca mas de un bache en un tramo de

una milla?
e ;Cual es la probabilidad de que no aparezcan mas de 4 baches en un tramo
determinado de 5 millas?

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacién. Ejercicio 5.72.
Proceso Poisson:

¢ El niimero de ocurrencias en un intervalo es independiente del niimero de ocurrencias en

cualquier otro intervalo disyunto.
e La probabilidad de una ocurrencia en un intervalo es proporcional al tamano del intervalo.
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Caracteristicas:

La variable aleatoria corresponde al ntimero de ocurrencias dentro de un intervalo de cierta
amplitud fija, y que cumple las condiciones de un proceso de Poisson, donde A es el promedio
de ocurrencias por intervalo.

Valores que puede tomar la variable:

x=0,1,2,..

Parametros:

A, promedio de ocurrencias en un intervalo de la correspondiente amplitud fijada.
Notacién:

X ~ P(A).

Funcién de masa de probabilidad:

x!
0 en otro caso

{“” Siz=0,1,2,..

Valor esperado y varianza:

[X] = .

s ux =~
Var(X] = A

. 0%

Funcion caracteristica:

px(t) =exp [A (e —1)]
Para ilustrar:

layout (matrix(c(1,2), 1, 2))

1 <=2

max_x <- 10

x <- O:max_x

y <- dpois(x, 1)

cdf <- approxfun(x, cumsum(y), method = "constant", yleft = 0, yright = 1, f

ties = "ordered")

class(cdf) <- c("ecdf", "stepfun", class(cdf))

attr(cdf, "call") <- sys.call()

plot(cdf, bty="n", col="blue", xlim=c(-1, max_x+1), las=1, main="",
sub="Funcién de distribucién\nacumulativa", xlab="", ylab="F(x)")

title(bquote("Distribucidén Poisson: ("*lambda == .(1)x*")"),
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line= -1.25, outer=TRUE)
plot(x, y, type= "h", bty="n", col="blue", xlim=c(-1, max_x+1), ylim=c(0, max(y)), las=1,
main="", sub="Funcién de masa\nde probabilidad", xlab="", ylab="f(x)")
points(x, y, pch=20, col="blue")

Distribucion Poisson: ....(A = 2)
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Funcion de distribucion Funciéon de masa
acumulativa de probabilidad

Special Distribution Calculator
e The Poisson Experiment
e Poisson Distribution

o Poisson Distribution Applet/Calculator
Algunas situaciones en donde aplica:

o Numero de llamadas que llegan a un centro de contacto (call center) por minuto.

e Nuimero de huecos por kilémetro de via.

Algunas aproximaciones

Se estima que 1000 de los 10000 votantes registrados en un municipio estan a favor
de un nuevo impuesto. Si de los 10000 se escogen de manera aleatoria 100 y se les
pregunta su opinion, ;Cuédl es la probabilidad de que al menos 90 estén en contra?
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M
X~H(n,N,M) — YNB(n,p:N>

~—0

X ~ B(n,p) — Y ~P(A=(n)(p))

n—oo A p—0

En este segundo caso, si p — 1, la situacién se puede replantear creando una nueva variable
aleatoria, en donde intercambiamos “fracaso” (0) por “acierto” (1), y viceversa.

Ejercicios

A continuacién se encuentran una serie de ejercicios tomados del siguiente libro:

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacién.

Ejercicio 0.37 (Walpole 5.77).

Durante un proceso de produccién, cada dia se seleccionan al azar 15 unidades de la
linea de ensamble para verificar el porcentaje de articulos defectuosos. A partir de
informacién historica se sabe que la probabilidad de tener una unidad defectuosa es
de 0.05. Cada vez que se encuentran dos o mas unidades defectuosas en la muestra
de 15, el proceso se detiene. Este procedimiento se utiliza para proporcionar una
sefial en caso de que aumente la probabilidad de unidades defectuosas.

a. ;Cudl es la probabilidad de que en un dia determinado se detenga el proceso
de produccién? (Suponga 5% de unidades defectuosas).

b. Suponga que la probabilidad de una unidad defectuosa aumenta a 0.07. ; Cual
es la probabilidad de que en cualquier dia no se detenga el proceso de produc-
cién?

Ejercicio 0.38 (Walpole 5.84).

El propietario de una farmacia local sabe que, en promedio, llegan a su farmacia
100 personas por hora.

a. Calcule la probabilidad de que en un periodo determinado de 3 minutos nadie
entre a la farmacia.

b. Calcule la probabilidad de que en un periodo dado de 3 minutos entren mas
de 5 personas a la farmacia.
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Ejercicio 0.39 (Walpole 5.91 (5.90)).

Considere la informacion del ejercicio de repaso 5.90. El perforador cree que “dara
en el clavo” si logra el segundo éxito durante o antes del sexto intento. ;Cudl es la
probabilidad de que el perforador “dé en el clavo”?

Ejercicio 5.90: Una empresa que perfora pozos petroleros opera en varios sitios y
su éxito o fracaso es independiente de un sitio a otro. Suponga que la probabilidad
de éxito en cualquier sitio especifico es de 0.25.

a. ;Cudl es la probabilidad de que un perforador barrene 10 sitios y tenga un
éxito?

b. El perforador se declarard en bancarrota si tiene que perforar 10 veces antes
de que ocurra el primer éxito. ;Cudles son las perspectivas de bancarrota del
perforador?

Ejercicio 0.40 (Walpole 5.95).

Un proceso de manufactura produce articulos en lotes de 50. Se dispone de planes de
muestreo en los cuales los lotes se apartan periddicamente y se someten a cierto tipo
de inspeccién. Por lo general se supone que la proporcién de articulos defectuosos
que resultan del proceso es muy pequena. Para la empresa también es importante
que los lotes que contengan articulos defectuosos sean un evento raro. El plan
actual de inspeccion consiste en elegir lotes al azar, obtener muestras periddicas de
10 en 50 articulos de un lote y, si ninguno de los muestreados esta defectuoso, no
se realizan acciones.

a. Suponga que se elige un lote al azar y 2 de cada 50 articulos tienen defecto.
;,Cudl es la probabilidad de que al menos uno en la muestra de 10 del lote esté
defectuoso?

b. A partir de su respuesta en el inciso a), comente sobre la calidad de este plan
de muestreo.

c. {Cual es el nimero promedio de articulos defectuosos encontrados por cada

10 articulos de la muestra?

O EN CONSTRUCCION.
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Distribuciones continuas

O EN CONSTRUCCION.

En esta seccién se hara una revisién de algunos temas relacionados con modelos/distribuciones
de variables aleatorias continuas.

Uniforme Continua

Ejercicio 0.41.

Un autobis llega cada 10 minutos a una parada. Se supone que el tiempo de
espera para un individuo en particular es una variable aleatoria con distribucién
continua uniforme.

a. ;Cudl es la probabilidad de que el individuo espere mas de 7 minutos?

b. ;Cudl es la probabilidad de que el individuo espere entre 2 y 7 minutos?

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacién. Ejercicio 6.4.

Caracteristicas:

Extiende, al caso continuo, la idea de que todos los valores de la variable aleatoria X son
igualmente probables.

Dominio (valores que puede tomar la variable aleatoria):
x € [a,b].
Parametros:

a, limite inferior del dominio de la variable aleatoria, y b, limite superior del dominio de la
variable a aleatoria. —oo < a < b < 00

Notacion:
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X ~ U(a,b), esto se lee asi: la variable aleatoria X tiene una distribuciéon uniforme continua

de parametros a y b.

Funcion de densidad:

Sia<z<b

en otro caso

0 Siz<a
‘; Sia<z<b
1 Sib<z
Valor esperado y varianza:

s nx = E[X] = a%b

o 0% =VarlX]|= (b-a)”

12

Funcion caracteristica:

for t # 0
fort=0

px(t)

it _gita
it(b—a)
1

Para ilustrar:

o Funciones de distribucién acumulativa y de densidad para la variable aleatoria descrita

en el Ejercicio 0.41:

par(bg = "ivory")

layout (matrix(c(1,2), 1, 2))

a <- 0

b <- 10

mu <- (a +b) / 2

sigma <- sqrt(((b - a)72) / 12)
y <= 1/(b-a)

plot(c(a-1,a,b,b+1), c(0,0,1,1), type="1", bty="n",

col="blue", xlim=c(a-1,b+1), las=1, 1u

sub="Funcién de distribucidén\nacumulativa", xlab="", ylab="F(x)")

lines(mu + c(-1,1) * sigma, c(0, 0), col="purple")

points(mu, 0, pch=17, col="red")

plot(c(a,b), c(y,y), type= "1", bty="n", col="blue", xlim=c(a-1,b+1), ylim=c(0,max(y)), la

main="", sub="Funcién de densidad", xlab="",
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segments(c(a,b), c(0,0), c(a,b), c(y,y), 1ty=3, col="blue", lwd=2)

segments(c(a-1,b), c(0,0), c(a,b+l), c(0,0), 1ty=1, col="blue", lwd=2)

polygon(c(a,a,b,b), c(0,y,y,0), col="grey", border=NA)

lines(mu + c(-1,1) * sigma, c(0, 0), col="purple")

points(mu, 0, pch=17, col="red")

title(bquote("Distribucidén uniforme continua: ("*a == .(a)*","~b == .(b)*x")"),
line= -1.25, outer=TRUE)

Distribucion uniforme continua: ....(a=0, b =10)

1.0 — 0.10
0.8 0.08 —
S 0.6 - 2 0.06 —
04 " 0.04 -
0.2 — 0.02 — : :
0.0 = 7—— 0.00 = ——"———
0 2 4 6 8 0O 2 4 6 8

Funcion de distribucion
acumulativa Funcién de densidad

e Special Distribution Calculator

Ejercicio 0.42. Supongamos que el tiempo de desplazamiento en TM de mi casa a la Uni-
versidad puede ser cualquier valor entre 40 y 60 minutos, todos igualmente probables. Si a
las 10:05 am estoy tomando el TM desde la estacién que queda cerca a mi casa, jcudl es la
probabilidad de que llegue tarde a clase de 11 am?, ; En promedio a que horas se espera que
llegue?

Distribucion Exponencial

Ejercicio 0.43.
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Cierto tipo de dispositivo tiene una tasa de fallas anunciada de 0.01 por hora. La
tasa de fallas es constante y se aplica la distribucién exponencial.

a. ;Cual es el tiempo promedio que transcurre antes de la falla?

b. ;Cudl es la probabilidad de que pasen 200 horas antes de que se observe una
falla?

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacion. Ejercicio 6.66.

Caracteristicas:

La longitud de intervalo entre ocurrencias consecutivas de un proceso Poisson es una variable
aleatoria X con distribucién exponencial.

Dominio (valores que puede tomar la variable aleatoria):

z € [0,00).

Parametro de escala

Parametros:

B, promedio de la variable aleatoria (longitud de intervalo promedio entre ocurrencias conse-
cutivas de un proceso Poisson). 5> 0

Notacion:

X ~ &(B), esto se lee asi: la variable aleatoria X tiene una distribucién exponencial de paré-
metro (de escala) .

Funcién de densidad:

fo@) {;e—z/ﬂ Siz>0
x\T) =

0 en otro caso

Funcién de distribucion:

0 Siz<0
Fx(w) = {1—690/5 Sio<a

Valor esperado y varianza:

e ux=E[X]=p
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o 0% =Var[X]|=p?

Funcion caracteristica:

1
1—ipt

px(t)

Para ilustrar:

e Funciones de distribucién acumulativa y de densidad para la variable aleatoria descrita
en el Ejercicio 0.43:

par(bg = "ivory")

layout (matrix(c(1,2), 1, 2))

lambda <- 0.01

beta <- 1 / lambda

x_max <- 501

x <- seq(0, x_max, length.out=1e3)

aux <- exp(-lambda * x)

fx <- lambda * exp(-lambda * x)

Fx <- 1 - exp(-lambda * x)

plot(x, Fx, type="1", bty="n", col="blue", xlim=c(-50, x_max-1), las=1, lwd=2, main="",
sub="Funcién de distribucidén\nacumulativa", xlab="", ylab="F(x)")

title(bquote("Distribucidén exponencial: ("xbeta == .(beta)*")"),

line= -1.25, outer=TRUE)

segments(-50, 0, 0, 0, 1lty=1, col="blue", lwd=2)

lines(beta + c(-1,1) * beta, c(0, 0), col="purple")

points(beta, 0, pch=17, col="red")

plot(x, fx, type= "1", bty="n", col="blue", xlim=c(-50, x_max-1), ylim=c(0, fx[1]), las=1,
main="", sub="Funcién de densidad", xlab="", ylab="f(x)")

segments(-50, 0, 0, 0, 1lty=1, col="blue", lwd=2)

segments(0, 0, 0, fx, 1lty=3, col="blue", lwd=2)

polygon(c(0,0,x,x_max), c(0,fx[1],fx,0), col="grey", border=NA)

lines(beta + c(-1,1) * beta, c(0, 0), col="purple")

points(beta, 0, pch=17, col="red")

61



Distribucién exponencial: ....( = 100)

1.0 0.010 —
0.8 0.008 —

—~ 0.6 _0.006 —

x x

L 0.4 *0.004 —
0.2 — 0.002 —
0.0 - 0.000 —

I I I I I I
0 200 400

Funcién de distribucion
acumulativa Funcion de densidad

e Special Distribution Calculator

o Exponential Distribution Applet/Calculator

Parametro de tasa

Relacién con la distribucién Poisson:

Si Y := “ntmero de ocurrencias” y Y ~ P(\), entonces X := “longitud de intervalo entre

ocurrencias” tiene distribucion exponencial de pardmetro 5 = %
Notacién:

X ~ &(N), esto se lee asi: la variable aleatoria X tiene una distribucién exponencial de para-
metro (de tasa) .

Funcion de densidad:

Az .
fX(:E):{)\e Siz>0

0 en otro caso

Funcion de distribuciéon acumulativa:
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Valor esperado y varianza:

o px = E[X] =
o ok =Var[X] =z

[ >

Funcion caracteristica:

A
A—it

px(t) =

Para ilustrar:

o Exponential Distribution Applet/Calculator

Ejercicio 0.44. Supongamos que un estudiante siempre llega tarde a clase, que la cantidad de
tiempo de clase que se pierde sigue una distribucién exponencial y que su promedio de llegada
tarde es de 10 minutos, jcual es la probabilidad de que llegue a clase después de las 11:15 am?.
Si después de llegar media hora tarde decide no entrar. ;De 32 clases al semestre, a cuantas
se esperaria que no entre?

Distribucion Gaussiana

Ejercicio 0.45.

En un proyecto experimental sobre el factor humano se determiné que el tiempo
de reaccién de un piloto ante un estimulo visual es distribuido normalmente
con una media de 1/2 segundo y una desviacién estandar de 2/5 de segundo.

a) ;Cudl es la probabilidad de que una reacciéon del piloto tome méas de 0.3
segundos?
b) ;Qué tiempo de reaccién se excede el 95% de las veces?

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacién. Ejercicio 6.80.

Caracteristicas:
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“La distribucién normal, distribucién de Gauss, distribucién gaussiana o distribu-
ciéon de Laplace-Gauss, es una de las distribuciones de probabilidad de variable
continua que con maés frecuencia aparece en estadistica y en la teoria de probabili-
dades.

La grafica de su funcién de densidad tiene una forma acampanada y es simétrica
respecto de un determinado pardmetro estadistico. Esta curva se conoce como
campana de Gauss y es el grafico de una funcién gaussiana.

La importancia de esta distribucién radica en que permite modelar numerosos
fenémenos naturales, sociales y psicolégicos.

Algunos ejemplos de variables asociadas a fenémenos naturales que siguen el modelo
de la normal son:

¢ caracteres morfologicos de individuos como la estatura;

e caracteres fisiolégicos como el efecto de un farmaco;

e caracteres sociolégicos como el consumo de cierto producto por un mismo
grupo de individuos;

e caracteres psicoldgicos como el cociente intelectual;

e nivel de ruido en telecomunicaciones;

e errores cometidos al medir ciertas magnitudes;

e ctc.

La distribuciéon normal también aparece en muchas areas de la propia estadistica.”

¢ Galton Board
e The Galton Board Experiment

Dominio (valores que puede tomar la variable aleatoria):
zeR.
Parametros:

1, media de la variable aleatoria, y o, desviacion estandar de la variable a aleatoria. —oo <
u<ooyo>0

Notacion:

X ~ N(u,0), esto se lee asi: la variable X tiene una distribucién normal de pardmetros p
(localizacion) y o (escala).

Funcion de densidad:
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Funcion de distribucién acumulativa:

FX(“/’):[ fx(t)dt

_/x 1
oo V2TO

t—p 2

67%(T> dt

Valor esperado y varianza:

« px = E[X]=
o 0% =VarlX]

Il =

0.2

Funcion caracteristica:

2t2
px(t) = exp (i,u,t - UT)

Para ilustrar:

@ Efecto de los pardmetros

https://cjtorresj.shinyapps.io/introNormalDistribution /

¢ Funciones de distribucién acumulativa y de densidad para la variable aleatoria descrita
en el Ejercicio 0.45:

par(bg = "ivory")

layout (matrix(c(1,2), 1, 2))

mu <- 0.5

sigma <- 0.4

x_max <- mu + 4 * sigma

x_min <- mu - 4 * sigma

x <- seq(x_min, x_max, length.out=1e3)

fx <- dnorm(x, mu, sigma)

Fx <- pnorm(x, mu, sigma)

plot(x, Fx, type="1", bty="n", col="blue", xlim=c(x_min, x_max), las=1, lwd=2, main="",
sub="Funcién de distribucién\nacumulativa", xlab="", ylab="F(x)")

abline(v = mu + (-5:5) * sigma, 1ty=3, col="darkgrey")

lines(mu + c(-1,1) * sigma, c(0, 0), col="purple")

points(mu, 0, pch=17, col="red")

plot(x, fx, type= "1", bty="n", col="blue", xlim=c(x_min, x_max), ylim=c(0, 1.1xdnorm(mu,
main="", sub="Funcién de densidad", xlab="", ylab="f(x)")
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polygon(c(x_min,x,x_max), c(0,fx,0), col="grey", border=NA)

abline(v = mu + (-5:5) * sigma, 1ty=3, col="darkgrey")

lines(mu + c(-1,1) * sigma, c(0, 0), col="purple")

points(mu, 0, pch=17, col="red")

title(bquote("Distribucién normal: ("*mu == .(mu)*","~sigma == .(sigma)*")"),
line= -1.25, outer=TRUE)

Distribucion normal: ....(u=0.5, 0 =0.4)

1.0 —
1.0 -
0.8 08 —
= 0.4 — h 0.4 —
0.2 0.2 —
0.0 - —h— 0.0 - —A—
T 1T T 1T T 1 T 1T T 1T T 1
-1.0 0.0 1.0 2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
Funcién de distribucion
acumulativa Funcion de densidad

e Special Distribution Calculator

o Normal Distribution Applet/Calculator

Note que la funcién de distribucién acumulativa de una variable aleatoria gaussiana
simplemente se dejé expresada y ya. Resulta que no se conoce una expresion cerrada
simple para la antiderivada de la funcién de densidad de una variable aleatoria gaus-
siana. Entonces, jcomo se supone que voy a obtener las probabilidades que necesito,
si la integral correspondiente no tiene solucién analitica?, recordemos que para una

T2
variable aleatoria continua: Plz; < X < z,] = [ fx(¢)dt.
T
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@ Respuesta

La solucién a la anterior inquietud seria la siguiente: para una variables aleatoria X ~
N(u,0), transformamos el problema P[z; < X < z,] en un problema equivalente
que use una variable aleatoria Z ~ N(0,1), luego, usando aproximaciones numéricas de

z
F,(z)= [ f4(t)dt, encontramos la respuesta al problema equivalente.
—00

Transformacién (Estandarizacion):
Si X ~N(u,0)y Z = %, entonces Z ~ N(0,1).
Pz, < X <uzy]=Plr; —pu< X —pu<xyg—p
_ X — _
_p [fcl ro fo T2
o o o

en donde,
Ty — Ty — [
1 2
y %= 5
o o

21:

ademads ya sabiamos que,

Plzy < Z < zy|=P[Z < 29| — P[Z < 2]
=Fy(z) = Fy (1),
y las aproximaciones numéricas para F,(z) se encuentran tabuladas (por ejemplo, ver

libro de Anderson. Pagina FM1 o 978) o se pueden obtener mediante herramientas elec-
trénicas, incluyendo algunas calculadoras.

Dentro del conjunto de variables aleatorias que tienen distribucién gaussiana, Z ~ N (0, 1)
es evidentemente una variable particularmente especial. Este caso especial se denomina dis-
tribucién normal estdndar (con media igual a cero y desviacién estdndar igual a uno) y
naturalmente su funcién de densidad es,

Ejercicios
Ejercicio 0.46.

Dada una distribucién normal con u = 30 y ¢ = 6, calcule

a. el area de la curva normal a la derecha de x = 17;

b. el area de la curva normal a la izquierda de x = 22;
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c. el area de la curva normal entre z = 32 y x = 41;
d. el valor de x que tiene 80 del area de la curva normal a la izquierda;

e. los dos valores de x que contienen 75 central del area de la curva normal.

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacién. Ejercicio 6.8.

Ejercicio 0.47.

Dada la variable X normalmente distribuida con una media de 18 y una desviacién
estandar de 2.5, calcule

a) P(X < 15);

b) el valor de k tal que P(X < k) = 0.2236;

C

)
)
) el valor de k tal que P(X > k) = 0.1814;
)

d) P(17 < X < 21).

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacion. Ejercicio 6.9.

Ejercicio 0.48. Supongamos que el tiempo de desplazamiento en TM de mi casa a la Universi-
dad tiene una distribucién normal con media 50 minutos y desviacién estandar 5 minutos. Si a
las 10:05 am estoy tomando el TM desde la estacién cerca de mi casa, jcudl es la probabilidad
de que llegue tarde a clase de 11 am?. ;De 32 clases, a cudntas se espera que llegue tarde?

Ejercicio 0.49.

El precio medio de las acciones de las empresas que forman el S&P 500 es $30,
y la desviacién estidndar es $8.20 (BusinessWeek, publicacién anual especial,

primavera de 2003). Suponga que los precios de las acciones se distribuyen nor-
malmente.

1. ;Cual es la probabilidad de que las acciones de una empresa tengan un precio
minimo de $407?

2. ;Cudl es la probabilidad de que el precio de las acciones no supere $207

3. ;Qué tan alto debe ser el precio de las acciones de una firma para situarla en
el 10% de las principales empresas?

Anderson, Sweeney, Williams & Camm (2016). Estadistica para Negocios y Econo-
mia. (12a. ed.) Cengage Learning. Seccién 6.2, ejercicio 18.
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Relacién con la binomial

Se tiene que,
X~ B(n,p) — Y ~ N (np,v/np(1—p))

Es decir, si X ~ B(n,p), entonces

X —
= Z~N(0,1)

np(l —p) noe

Generalmente se debe hacer una correccién por continuidad (es decir, tengo que tener
en cuenta que estoy utilizando una distribucién continua para aproximar una distribucién
discreta):

Si X ~ B(n,p), np >5y n(l—p)>>5 entonces,

PX <z]~P[Y < (z+0.5)]

m+05}—m1

~P|Z< (
np(1 —p)

donde Y ~ N (np,\/np(1 —p))y Z ~N(0,1).

Buscando ilustrar en alguna medida todo lo anterior, se presenta el siguiente grafico:

par(bg = "ivory")
layout (matrix(c(1,2), 2, 1))

n <- 48

p <- 0.75

x <- 0O:n

x1 <- 33

x2 <- 37

idx <- x >= x1 & x <= x2

cols <- ifelse(idx, "red", "blue")

fx <- dbinom(x, n, p)
px <- sum(fx[idx])

plot(x, fx, type= "h", bty="n", col=cols, xlim=c(-1,n+1), ylim=c(0, 1.1xmax(fx)),

las=1, 1lty=3, xlab="", ylab="f(x)",
main=bquote("Distribucién binomial: ("xn == .(n)*","~p == .(p)*")"),
sub=bquote ("P["*. (x1) <= ~X~phantom() <= .(x2)#*"]"~phantom() == .(px)))

points(x, fx, pch=20, col=cols)
rug(x = x+1, ticksize = -0.05, side = 1)
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mu <- n * p

sigma <- sqrt(n * p * (1 - p))

y <- seq(0, n+2, length.out=1e3)

fy <- dnorm(y, mu, sigma)

yl <- x1 - 0.5

y2 <- x2 + 0.5

idy <= (y >= y1 & y <= y2)

py = pnorm(y2, mu, sigma) - pnorm(yl, mu, sigma)

plot(c(-1, n+1), c(0, 1.1*dnorm(mu, mu, sigma)), type= "n", bty="n", xlab="", ylab="f(y)",
main=bquote("Distribucién normal: ("*mu == .(mu)*","~sigma == .(sigma)*")"),
sub=bquote ("P["*.(yl) <= ~Y~phantom() <= .(y2)*"]"~phantom() == .(py)))

polygon(c(0, y, n), c(0, fy, 0), col="darkgrey", border=NA)

lines(y, fy, col="blue", las=1, lwd=2)

polygon(c(min(y[idyl), ylidyl, max(y[idyl)), c(0, fyl[idy]l, 0), col="red", border=NA)
rug(x = x+1, ticksize = -0.05, side = 1)
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Distribucién binomial: ....(n =48, p=0.75)

0.15
0.10
=z
0.05 —
0.00 - ee0eeesessssssssssssssssseee®’ il ®eoc0ce
[TTTTTTTTT T T T T T T i T T T T I T I T I I T T TITTITITTIT T
0 10 20 30 40 50
P[33< X <37] =0.5604683
Distribucion normal: ....(u =36, 0 = 3)
o
—
~ O
2
o
o
o [TTTTTTTTT T T T T T T i T T T T I T I T I I T T TITTITITTIT T

0 10 20 30 40 50

P[32.5< Y <37.5] =0.56979

Ejercicio 0.50. Se cree que 1 de cada 10 votantes registrados en una gran ciudad estan a
favor de un nuevo impuesto. Si se escogen de manera aleatoria e independiente 1000 votantes
y se les pregunta su opinién, jcual es la probabilidad de que al menos 900 estén en contra?
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Adicionalmente

Para més informacion acerca de las relaciones entre distribuciones tanto discretas como conti-
nuas, consultar el siguiente enlace: http://www.math.wm.edu/~leemis/chart/UDR/UDR.ht
ml

Para mas detalles acerca de las caracteristicas de varias distribuciones discretas y continuas,
consultar la siguiente bibliografia clésica bésica: Johnson, Kotz y Balakrishnan [2], Johnson,
Kotz y Balakrishnan [3], Johnson, Kemp y Kotz [1]

[1] N.L. Johnson, AW. Kemp y S. Kotz. Univariate Discrete Distributions. Wiley Series in
Probability and Statistics. Wiley, 2005. 1SBN: 9780471272465.

[2] N.L. Johnson, S. Kotz y N. Balakrishnan. Continuous Univariate Distributions, Volume
1. Wiley Series in Probability and Statistics. Wiley, 1994. 1SBN: 9780471584957.

[3] N.L. Johnson, S. Kotz y N. Balakrishnan. Continuous Univariate Distributions, Volume

2. Wiley Series in Probability and Statistics. Wiley, 1995. 1SBN: 9780471584940.

O EN CONSTRUCCION.
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Figura 1: Univariate Distribution Relationship Chart

73


http://www.math.wm.edu/~leemis/chart/UDR/UDR.html

Transformacion inversa de probabilidad

O EN CONSTRUCCION.

En esta seccion se hard una revisién de la transformacién inversa de probabilidad y del método
de la transformada inversa para la generacién de valores aleatorios.

Método de la transformada inversa

Teorema 0.6 (Inverse transform sampling). Sea U una variable aleatoria uniforme continua
en el intervalo [0,1] (U ~U(0,1)), F(:) una funcion de distribucion acumulativa y F~(u) =
inf{z:u < F(z)} para 0 < u < 1, entonces la variable aleatoria X = F~—(U) tiene como
funcion de distribucion acumulativa F(-).

Prueba. Como F' es continua a derecha, por ser funcién de distribuciéon acumulativa, entonces
{z:u<F(zx)} = {x: F (u) <z}. Ademds, como U ~ U(0,1), entonces, Fy;(u) = u para
0 <wu < 1. Por lo tanto,

De donde se concluye que la variable aleatoria X = F'~(U) tiene como funcién de distribucién
acumulativa F(-).

O

Ejercicio 0.51. Sea F(z;3) =1 —exp (—%) para z > 0.
F(-) cumple todas las condiciones de una funcién de distribucién acumulativa.

Gréafico de la funcién F(z;f):
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# Parametro beta:
beta <- 0.8
# Funcidn F(x; beta):
Fx <- function(x, beta){

res <- 1 - exp(-x/beta)

ifelse(x > 0, res, 0)
}
# Grafica de la funcidén F(x: beta):
curve(Fx(x, beta), from=-1, to=4, n=le4, bty="n", col="blue")
# Grafica lineas horizontales y = 0 y y = 1:
abline(h=c(0,1), 1ty=2, col="darkgrey")
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;,Cudl seria la distribucién de la variable aleatoria

X =F1(U;B)

para U ~ U (0,1)?

El resultado del Teorema 0.6 se puede utilizar para generar valores pseudoaleatorios de una
distribucién para la cual podamos obtener z = F~ (u).

1. Genere un numero pseudoaleatorio u a partir de la distribucién uniforme continua en
[0, 1].
2. Calcule z = F~ (u).

x serd un valor pseudoaleatorio proveniente de una variable aleatoria con funcién de distribu-
cién acumulativa F'(-).

Ejemplo 0.3. ;Qué pasa si generamos una cierta cantidad de valores pseudoaleatorios de una
distribucién uniforme en (0, 1) y luego les aplicamos la funcién F~1(U; 8) = —Blog (1 — u)?

Generacién de valores pseudoaleatorios de una distribucién uniforme:

# Establecer semilla

set.seed(2023)

# Namero de valores a generar:

n <- led

# Generar pseudoaleatorios para una distribucién uniforme:

u <- runif(n)

# Histograma de los valores generados:

hist(u, freq=FALSE, col="blue", breaks = sqrt(n),
main="Valores generados. X ~ U(0,1)")

# Grafica funcién de densidad uniforme (0,1)

lines(c(0,1), c(1,1), col="red", 1lwd=2)
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Valores generados. X ~ U(0,1)
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u

Aplicamos la funcién F~1(U;3) = —flog (1 — u):

# Parametro beta:
beta <- 1.25
# Funcidon F~{-1}(x; beta):
FInvu <- function(u, beta){
res <- - beta * log(l - uw)
ifelse(u > 0 | u < 1, res, 0)
}
# Transformar los valores mediante la funcién F~{-1}(x; beta):
x <- FInvu(u, beta)
# Histograma de los valores transformados por la funcidmn:
hist(x, freq=FALSE, col="blue", breaks = sqrt(n),
main="Valores transformados por F~{-1}(x; beta)")
# Grafica de la funcidén f(x; beta) = exp(-x / beta) / beta
curve(exp(-x / beta) / beta, add=TRUE, col="red", lwd=2)
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Valores transformados por FM-1}(x; beta)
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;,Cudl es la distribucién de la variable aleatoria correspondiente a los valores que se
obtuvieron al final?
Transformacion inversa de probabilidad

Teorema 0.7 (Probability integral transform). Sea X wuna variable aleatoria con funciéon de
distribucion acumulativa continua y creciente Fx(-), entonces la variable aleatoria U = Fx(X)
tiene distribucion uniforme continua sobre el intervalo [0, 1].

Prueba. Sea' Y = Fy(X), entonces, para 0 <y < 1,

Por lo tanto, Y ~ 1(0,1).
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Supongamos que tengo unos valores observados provenientes de una variable aleatoria
con cierta distribucion, jqué transformacién seria la adecuada para llevarlos a que sean
valores observados de una variable aleatorio con cierta distribucién de mi preferencia?

Ejemplo 0.4. Supongamos que tengo unos valores observados provenientes de una variable
aleatoria con distribucion BMT y supongamos que quiero transformarlos adecuadamente para
que lleguen a una distribucién normal estandar.

Supongamos que tenemos valores de una distribucién BMT:

# Instalar y cargar la libreria de la distribucidén BMT
if(lrequire(BMT)) { install.packages("BMT"); require(BMT) }
library (BMT)
# Namero de valores a generar:
n <- led
# Valores para los pardmetros de la BMT
kappa_1l <- 0.8; kappa_r <- 0.3
# Generar pseudoaleatorios para una distribucién uniforme:
x <- rBMT(n, kappa_l, kappa_r)
# Histograma de los valores generados:
hist(x, freq=FALSE, col="blue", breaks = sqrt(n),
main=pasteO0("Valores generados. X ~ BMT(",
kappa_1l, ", ", kappa_r, ")"))
# Grafica funcidén de densidad BMT
curve (dBMT(x, kappa_l, kappa_r), add = TRUE, col = "red", lwd=2)

Valores generados. X ~ BMT(0.8, 0.3)

o
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X
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Valores transformados por la funciéon de distribucién acumulativa BMT:

# Transformar los valores mediante la funcidén F de la BMT:

u <- pBMT(x, kappa_l, kappa_r)

# Histograma de los valores transformados por la F de la BMT:

hist(u, freq=FALSE, col="blue", breaks = sqrt(n),
main="Valores transformados por la F de la BMT")

# Grafica funcidén de densidad uniforme (0,1)

lines(c(0,1), c(1,1), col="red", lwd=2)

Valores transformados por la F de la BMT

(9\]
N
> 0]
*ﬁ O —
c _
(]
a <
3 -
o |
o | I I I I |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Valores transformados por la funcién cuantil de la normal estandar:

# Transformar los valores mediante la funcidén F~{-1} de la normal esténdar:
y <- gnorm(u)
# Histograma de los valores transformados por la F de la BMT:
hist(y, freq=FALSE, col="blue", breaks = sqrt(n),
main="Valores transformados por la F~{-1} de la normal estéandar")
# Grafica funcidén de densidad normal estéandar
curve(dnorm(x), add = TRUE, col = "red", lwd=2)
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Valores transformados por la FA{—1} de la normal estandar
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Partimos de unos datos distribuidos BMT y al transformarlos adecuadamente llegamos a datos
con distribucién normal estdndar.

En el anterior ejemplo (con datos), solamente fue necesario el poder computar la F(-) de la
BMT y la F~1(:) de la normal; no fue necesario que dichas funciones tuviesen expresiones
analiticas cerradas. Si tenemos expresiones analiticas cerradas para las funciones de distribu-
cién acumulativas involucradas y para sus inversas entonces tendremos una expresién analitica
cerrada para transformar la respectiva variable aleatoria inicial, a la variable con distribucién
deseada, tanto de ida como de regreso.

O EN CONSTRUCCION.
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Convergencia de v. a.

O EN CONSTRUCCION.

Consultar seccién 1.3 del libro de Inferencia Estadistica del profesor Humberto Mayorga: https:
//repositorio.unal.edu.co/handle/unal /53475
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Parte Il

Preliminares
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1 Principios de IE

En esta seccién se hard una revisiéon de algunos temas relacionados con los principios de
inferencia estadistica.

1.1 Acerca de la estadistica

1.1.1 El quehacer de la Estadistica

PROBLEMA CIENTIFICO, INDUSTRIAL O SOCIAL

N
ﬁ OBJETIVO \
REALIDAD INFORMACION ACCION
Yy | = —
*Capturar *Formatear. | —|—*Analizar *Visualizar — 17—
*Recolectar 'Agrupar *Validar *Presentar
- *Clasificar *Comparar *Concluir

*Relacionar *Interpretar = Decidir

* Transformar (limpiar, depurar, integrar, estructurar, reducir, imputar, ...
- ESTADISTICA
MATEMATICAS  COMPUTACION

Elaborado por: Camilo José Torres Jimenez

Estadistica: Recoleccién, presentacion, analisis y uso de datos para la toma de decisiones y
resolucién de problemas.

La estadistica gira alrededor de la incertidumbre (describir, entender, medir, con-

trolar, establecer, explicar). Si no hay incertidumbre (aleatoriedad) entonces no hay
estadistica.

84



La estadistica esta al servicio de todas las areas de conocimiento, en su busqueda de
entender la realidad por medio del andlisis de datos y en donde la incertidumbre y
variabilidad hacen parte de la naturaleza de dicha realidad/datos.

1.1.2 Definiciones

Variable: Una caracteristica, propiedad o atributo observable que medimos.
Por ejemplo: Estatura, Edad, Ingresos, Transacciones.

Constructo o variable latente: Variable no observable. Concepto teérico que no se puede
medir directamente.

Por ejemplo: Inteligencia, Felicidad, Inflacién, PIB.

Individuo o unidad estadistica: Los objetos o entidades a los que les pertenecen las va-
riables. Objetos o entidades a los que se les mide directa o indirectamente las caracteristicas,
propiedades o atributos de interés.

Por ejemplo: Persona, Animal, Empresa, Pais, Ano.

Poblacién: Conjunto de todos los posibles individuos o unidades estadisticas de interés a los
cuales se les podria obtener sus caracteristicas, propiedades o atributos (sus valores para la(s)
variable(s)).

Por ejemplo: Estudiantes de una asignatura para el presente semestre académico, Toros de lidia
llevados a la Santamaria en las tltimas dos décadas, Empresas textiles que tuvieron exporta-
ciones en los ltimos cinco anos, Anos que tuvieron vigente el programa “Bogota Despierta”
el dia del amor y la amistad.

Muestra: Subconjunto de individuos o unidades estadisticas de la poblacion.
1.1.3 Relacion entre estadistica descriptiva, probabilidad, muestreo e inferencia

A partir del enunciado del siguiente ejercicio, identifique y reflexione acerca de los que serian
los individuos, las variables, la poblacién y la muestra, en cada caso.

Ejercicio 1.1.

Defina las poblaciones adecuadas a partir de las cuales se seleccionaron las siguien-
tes muestras:
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Paoblacidn

Individuo

Yariableso
constructos

EstaJl’stica
Descriptiva

Probabilidad

Muestreo

Inferencia

Estadistica
Inferencial

a. Se llamoé por teléfono a personas de 200 casas en la ciudad de Richmond y se
les pidié nombrar al candidato por el que votarian en la eleccion del presidente

de la mesa directiva de la escuela.

b. Se lanzé 100 veces una moneda y se registraron 34 cruces

c. Se probaron 200 pares de un nuevo tipo de calzado deportivo en un torneo de
tenis profesional para determinar su duracién y se encontré que, en promedio,

duraron 4 meses.

d. En cinco ocasiones diferentes a una abogada le tomé 21, 26, 24, 22 y 21
minutos conducir desde su casa en los suburbios hasta su oficina en el centro

de la ciudad.

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacion. Ejercicio 8.1.

1.2 Acerca del muestreo

e ;Qué es una muestra?
e ;Por qué se necesita una muestra?

86




1.2.1 Muestra aleatoria

Definicién 1.1 (Muestra aleatoria). Si X, X,,..., X,, son n variables aleatorias independien-
tes e igualmente distribuidas con distribucién Fy(z), entonces X, X,, ..., X, es una muestra
aleatoria, de tamafio n, de la poblacién con distribucién Fy(z).

;,Como puedo garantizar que, la manera en que selecciono los individuos, hace que la
muestra sea en verdad aleatoria?

1.2.2 Muestreo aleatorio simple

Ejercicio 1.2.

Fortune publica datos sobre ventas, valor del activo, valor de mercado y utilidades
por accién de las 500 corporaciones industriales més grandes de Estados Unidos
(Fortune 500, 2006). Suponga que usted desea seleccionar una muestra aleatoria
simple de 10 corporaciones de la lista Fortune 500. Identifique los niimeros de las
10 corporaciones que se tomaran para la muestra.

Anderson, Sweeney, Williams & Camm (2016). Estadistica para Negocios y Econo-
mia. (12a. ed.) Cengage Learning. Capitulo 7. Ejercicio 3.

Muestreo aleatorio simple (poblacién finita): Una muestra aleatoria simple de tamano
n de una poblacién finita de tamano IV es aquella que es seleccionada de tal manera que cada
posible muestra (de tamafio n) tiene la misma probabilidad de ser seleccionada.

Muestreo aleatorio simple (poblacién infinita): Cada individuo se selecciona de manera
independiente.

Obtencién de valores pseudoaleatorios “igualmente probables”:

e FEn la calculadora: RAN#

o Simple Random Sampling Applet

e Generate Random Numbers

e FEn una hoja de cdlculo: Funciones RAND () y RANDBETWEEN (a,b).
e FEn el software estadistico R: Funcién sample().

Piense (especule) acerca de cudl serd la diferencia entre “valores aleatorios” y “valores
pseudoaleatorios”, luego, investigue cual es la diferencia y contraste con lo que habia
pensado (especulado) inicialmente.

87


https://homepage.stat.uiowa.edu/~mbognar/applets/srs.html
https://www.rossmanchance.com/applets/2021/randomnumbers/GenRandom01.htm

1.2.3 Otros tipos de muestreo

Muestreo estratificado: En este caso los individuos de la poblacion se pueden dividir en
grupos (homogéneos en su interior y heterogéneos entre ellos) y se desea que en la muestra
se tenga una representaciéon adecuada de cada uno de estos grupos. Es asi que se toma una
muestra aleatoria simple de individuos de cada grupo, de tal manera que en la muestra se
conserve la proporcién de los tamafios de los grupos.

Muestreo por conglomerados: En este caso los individuos de la poblacion estan divididos en
segmentos que no necesariamente son homogéneos, cada segmento es una buena representacién
en menor escala del comportamiento de toda la poblacién y por lo tanto no es necesario tomar
individuos de todos los segmentos. Es asi que se toma una muestra aleatoria simple de los
segmentos y luego para cada segmento seleccionado se toma una muestra aleatoria simple de
individuos.

Muestreo sistematico: En este caso, los elementos de la poblacion son seleccionados de
manera sistematica a través de la poblacién. La idea es tomar aleatoriamente un individuo por
cada cierto niimero de individuos, es decir, tomo aleatoriamente un individuo de los primeros
k, luego uno de los siguientes k y asi sucesivamente.

1.3 Acerca de la inferencia estadistica

Ejercicio 1.3. Lance una moneda 10 veces consecutivas, registrando los diez resultados obte-
nidos. Considere que dichos resultados son la realizacién de una muestra aleatoria de tamano
10.

e ;Cudl seria la poblacion en esta situacion?

e ;Cudl seria la variable?

e ;Cudl seria la distribucién de la poblacion?

e ;Cudl seria el pardmetro o los pardmetros de dicha distribucion?

1.3.1 ldeas iniciales

« Estadistico: “Una funcién de una muestra aleatoria”.

¢ Estimador: “Una funcién de una muestra aleatoria utilizada para estimar un parametro
o una funcién de un pardmetro (no involucra o no tiene pardmetros en su expresion)”.

¢ Estimacion: “Valor que toma un estimador teniendo en cuenta los valores que tomd la
muestra aleatoria respectiva (que tomaron los datos observados)”.

1.3.2 Relacion entre definiciones e ideas iniciales
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Probabilidad

Muestreo

aleatorio simple
estratificado

por congomerados

sisternatico

Foblacidn ) t Muestra \

# (wariable)
% (valor para algdn potendial individuo)
Fal,8) (distribucion de la poblacidn)
g (parametro)

¥, ¥z ..., ¥, (muestra aleatoria)

*1, ¥z, ..., Xn (Una realizacion de la m.a.)
T, ¥z ... %) (estimador)
T{x1,%z,..., %) (estimacion)

g(T, 0} {estadistico)
. A F.{.) (distribucion muestral) /

Inferencia

Estimacidn puntual
Estimacidn por intervalo

\‘\_ Prueba de hipdtesis ___._’/

Estadistica
Inferencial
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Parte 11l

Estimacion puntual
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2 Obtencion de estimadores

En esta seccién se hard una revisién de algunos temas relacionados con la estimacién puntual
de parametros, especificamente los relacionados con la obtencién de estimadores mediante el
método de méxima verosimilitud y de otros métodos.

2.1 Preliminares

El objetivo de la estimacién puntual de parametros es obtener, a partir de la muestra, un
valor que pueda ser una “buena aproximaciéon” de un pardmetro (o una funcién del mismo).

Estimador puntual: Un estimador puntual de un pardmetro 6 es una funcién de una muestra
aleatoria: T (X1, ..., X,,) que es utilizada para estimar el parametro 6.

Estimacién puntual: Una estimacién puntual 0 de un parametro ¢ es el valor que toma un
estimador puntual dada una realizaciéon de la muestra aleatoria: = T (x4, ..., x,,).

Definicién 2.1. Una estadistica 7 = T (X4, ..., X,,) cuyos valores son utilizados para estimar
una funcién del pardmetro g(f) es un estimador de g(6) y las realizaciones del estimador se
llaman estimaciones.

;,Cémo encuentro una funcién apropiada de la muestra aleatoria para que me sea de
utilidad en la estimaciéon de pardmetros?

En esta seccion se hara una revisién de algunos métodos para obtener estimadores puntuales.

2.2 Método de maxima verosimilitud

La funciéon de verosimilitud es la funcién de densidad conjunta de la muestra aleatoria
X1, ..., X, (de las variables aleatorias X1, ..., X,,).
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Sea X ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacién con funcién de densidad (o de masa de
probabilidad) fy(z;6), con 6 € O, la funcién de verosimilitud de la muestra aleatoria
se denota y corresponde a,

fx o x (@1 2,:0) = L0524, 2,,)

donde x4, ..., x,, son realizaciones de las variables aleatorias que constituyen la muestra alea-
toria, es decir son los valores observados o los datos con que se cuenta, y por ende se asumen
conocidos en la funcién de verosimilitud L (0; z4, ..., z,,).

Ejemplo 2.1 (Funcién de verosimilitud, distribucién Bernoulli). Supongamos que nuestra
variable aleatoria de interés X toma tinicamente dos valores, uno asociado a “acierto” x =1y
otro a “fracaso” z = 0. Esta variable tendra una distribucién Bernoulli de pardmetro 6 = p €
(0,1), asociado a la probabilidad de “acierto”.

En este caso, el objetivo seria encontrar éML = T(xq,...,z,) para una muestra aleatoria
Xi,...,X,, de una poblacién con X ~ Bern(p = 0).

En este ejemplo, la funcién de verosimilitud es L (0;z,...,x,) = H?Zl fy(z;;0), en donde
fx (z;0) =60%(1— ‘9>1_z1{0,1}<$)-

Para poder observar graficamente la funciéon de verosimilitud, supongamos que tenemos la
siguiente realizacién de la muestra aleatoria: x; =0,z = 1,23 = 1,2, = 1:

x <- ¢c(0, 1, 1, 1) # Realizacién de la muestra aleatoria

n <- length(x) # Tamafio de la muestra

### Grafica funciones de densidad y funciones de verosimilitud
layout (matrix(c(1:(2*n)), 2, n)) # Malla para 2 x n graficos

p <- seq(0.001, 0.999, by = 0.001) # valores que toma el pardmetro p

1 <- rep(1, length(p)) # inicializa la variable para la funcién de verosimilitud

for(i in 1:n){
f <- p~(x[i]) * (1-p)~(1-x[i]) # valores que toma la funcidén de densidad
plot(p, f, type="1", ylim=c(0,1), bty="none", yaxt="n", ylab=
xlab=expression(theta), main=bquote(f(x[.(i)]==.(x[i]),theta)))

1 <-1x*x f # funciones de verosimilitud a medida que incluyo valores x_i

nn
b

plot(p, 1, type="1", bty="none", yaxt="n", ylab="", xlab=expression(theta),

main=bquote(L(theta)==prod(f (x[i],theta),i==1,.(i))))
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Se dice que el estimador T(X] ..., X,,) es el estimador méximo-verosimil de 6 (Mazimum-
Likelihood (ML) Estimator of 0) si al tomar § = T(z, ...,x,) € O se obtiene el supremo

de la funcién de verosimilitud de la muestra aleatoria, es decir,

L (GML;:BI, ,xn) =supL(0;2,...,2,),
0coO
o escrito de otra forma,

0, = argsup L (6; 2y, ... ,T,)

0cO

donde éML =T(xy...,x

rrn

Por otra parte se tiene que,
=)

')

6, = argsup L (02, ...
0c®

= argsup g(L (6; 4, ...
0cO

para g(.) una funcién mondtona creciente.

En particular,

0, = argsup L (0; 2, ...
0cO

' 2y)

= argsup log (L (0;24,...,2,))

0cO
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y teniendo en cuenta que para una muestra aleatoria se tiene que L (0;zq,...,z,) =

H?zl fy (x;,0), entonces,
n

0,,, =ar sup fx (z;,0
ML ege@ iI:IlX( )

n

=argsup » log(fy (z;,0)).
0c© i=1

i, Qué hago para encontrar el o los valores de 6 que maximizan la funciéon de verosimilitud
(o su logaritmo)?

2.2.1 Una solucién analitica

Bajo ciertas condiciones, los valores de 6 que maximizan la funcién de verosimilitud
L(6; x4, ...,x,) son solucién de la ecuacion,

0
%L(G, Tyye, ) = 0.

Ademas, esos mismos valores de # maximizan el logaritmo de la funcién de verosimilitud
(funcién de log-verosimilitud) logL(0; x4, ...,x,,), y son solucién de la ecuacién,

0
20 logL(6; x4, ...,2,) =0.

Manteniendo el mismo objetivo de encontrar éML = T(zy...,z,) cuando X, ..., X, es una
muestra aleatoria de una poblacién con X ~ Bern(p = 6) (fX (,0) =6%(1—0)= Loy (2);0 <0 < 1).

La realizacién de la muestra aleatoria x,,...,z, es una secuencia de ceros y unos. La funcién
de verosimilitud es,

L(9;$17"'7xn> fX (xzve)

I
.:3

=1

0% (1 — )" Lio,1y(;)

I

Il
—

(2

= X ®i(1— )X i H Loy (@)
=1
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La funcién de log-verosimilitud es,

lOgL(eﬂ Lpyeee ’xn> = Zlog (fX (xiv 9))

= ilog (0’771(1—9)19”1')> ﬁ1{0,1}($>

= | (z;log (0) + (1 — x;)log(1 —0) )]IHM}

3

i=1
= inlog (n—Zx)logl—G) HI{Ol}
i=1 i=1
Para H:L:1 Lip,13(z;) = 1, con la primera derivada tenemos que,
% logL(6;x4,...,2z,) =0
Z?:l i ”*ZL%’ —0
0 1—-6
Zizl Ly _ n-— Zizl Ly
0 1—-140
1-40 _n- Z?:l x
0 2%
1
S ="
0 Zizl Z;
1 n
=
Con la segunda derivada tenemos que,
0* 22;1 Ly n— Z?:l Li
@logL(H;xl,...,mn):— 2 (1-02 <0

con lo cual se garantiza que T es un méaximo del logaritmo de la funcién de log-verosimilitud
(y también de la funcién de verosimilitud).

Concluimos que,

Teniendo en cuenta que la realizacién de la muestra aleatoria z,,...,x, es una secuencia de
n . — ’ .7
ceros y unos, entonces 21:1 x,; es la cantidad de unos en la muestra y x seria la proporcién de

95



unos. Es decir, para el caso de la distribucién Bernoulli, el estimador méaximo-verosimil de 6
es la media muestral X, que coincide con la proporciéon muestral P. Para X ~ Bern(p = 0),

~

Finalmente, es bueno recordar que Xj,..., X, es una muestra aleatoria inicamente si las ob-
servaciones o realizaciones de dichas variables aleatorias se obtuvieron mediante un adecuado
muestreo (lo cual garantiza lo independiente identicamente distribuido de la muestra aleato-
ria).

Ejercicio 2.1 (Distribucién binomial). Sabemos que Z:Zl X, ~ Bin(n,p = 6). Por lo tanto,
dada una muestra aleatoria Y, de tamano 1 de una poblacién con Y ~ Bin(n,p = 6), entonces,
suponiendo que n (“numero de ensayos”) es conocido, verifique que el estimador méaximo
verosimil del pardmetro 6 (“probabilidad de éxito”) es £,

Suponiendo que n es conocido, jcudl seria el estimador de maximo verosimilitud del para-

metro 6 cuando Yi,...,Y,, es una muestra aleatoria de tamafio m de una poblacién con

Y ~ Bin(n,p = 0) (fy (y,0) = (Z)9y<1 —0)"Y I{O,l,...,n}(y)>?

2.2.2 Otro tipo de solucion analitica

Una variable aleatoria X con distribucién hipergeométrica X ~ Hg(n, N, R) se puede vi-
sualizar o pensar como el nimero de individuos que tienen cierta caracteristica de interés
(“aciertos”), de n que fueron seleccionados simultdneamente o uno a uno sin reemplazamien-
to. Esta seleccién se realiza sobre una poblacién finita de tamano N, en donde R de los N
individuos tienen la caracteristica de interés (y por ende, N — R no la tienen). La funcién de
densidad de X estaria dada por

R\(N-R
()
para x € Z tal que max{0,n — (N — R)} < z < min{n, R} (o lo que es lo mismo, para = € Z
tal que Ipyacio.n—(N—R)},....min{n,r}} () = 1) y donde n, N, R € Z*.

El que cada individuo seleccionado tenga o no la caracteristica de interés se asocia a una
variable aleatoria con distribucién Bernoulli, pero en este caso la seleccion de los n individuos
no cumple el criterio de independencia que se exige en el caso de una distribuciéon Binomial. Si
Xy,...,X,, son variables aleatorias idénticamente distribuidas con X, ~ Bern (p = %) y sus
realizaciones se tomaron simultaneamente, o uno a uno sin reemplazamiento, de una poblacién
finita de tamano N, entonces Zzl X, =Y ~ Hg(n,N,R). De lo anterior, estimar alguno de
los parametros n, N o R a partir de las variables X,..., X, mencionadas es equivalente a
estimar dichos pardmetros a partir de una muestra aleatoria Y; de tamano 1 de una poblacion
conY ~ Hg(n,N,R).
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2.2.2.1 Estimacion del parametro N

Sea Y] (olos X, ..., X, equivalentes descritos anteriormente) y supongamos que n'y R son co-

R 6—R
nocidos, entonces el inico pardmetro a estimar seria @ = N (fy (y,0) = Wl{max{o,n(QR)},H.,HIin{n,R}}(y>> :

n

Es decir que en este caso tendriamos conocimiento de que un cierto nimero de individuos
tienen una caracteristica de interés (y,) dentro una muestra de cierto tamano (n) (o sabemos
que cierto nimero de individuos tiene la caracteristica (y;) y cierto nimero de individuos
no la tienen n — y,); ademas, sabemos que en toda la poblaciéon hay un cierto nimero de
individuos que tienen la caracteristica (R). A partir de esto que conocemos, queremos inferir
la cantidad total de individuos de la poblacién (§ = N), la cudl debe ser desconocida.

Tlustremos un poco mas lo anterior a partir de la siguiente situacién. Supongamos que que-
remos conocer la cantidad de peces de cierta especie en un lago. Para inferir dicha cantidad,
introducimos al lago un cierto nimero de peces (R) de la misma especie pero marcados de
alguna manera especial. Al dia siguiente, capturamos simultdneamente (pesca con red) o sin
reemplazamiento (uno a uno pero sin devolver los peces capturados) y contamos el nimero de
peces con la marca especial (y;) del total de los que capturamos (n) (o, el ntimero de captura-
dos con la marca especial (y;) y el niimero de capturados sin la marca (n —y;)). Ahora con la
informacion que poseemos se deberia poder estimar la cantidad total de peces que habia en el
lago en el instante previo a proceder con la captura (6 = N), y por ende también la cantidad
de peces que habia en el lago antes de introducir los marcados 6 — R = N — R. Es asi que
se requiere establecer una férmula o mecanismo que permita obtener estimaciones méximo
verosimiles para § = N, a partir de lo observado mediante y;, y bajo el supuesto de que R y
n son conocidos.

Primero, determinemos cudales podrian ser valores validos para § = N:

A partir del valor que podria tomar y,, es posible establecer los valores validos que podria

tomar 6 = N:
max{0,n — (0 — R)} <y, < min{n, R}

n—(0—R) <y
—(0—R)<y,—n
0—R>n—y,
0> R+ (n—uy)

Es decir # = N tiene que ser un nimero entero positivo, mayor o igual que la suma del nimero
de individuos con la caracteristica dentro de toda la poblacién (R) y el nimero de individuos
sin la caracteristica dentro de los n seleccionados (n — ;).

Segundo, determinar cuando crece, cuando permance constante y cuando decrece
la funcién de verosimilitud:

97



La funcién de verosimilitud para el parametro 8§ = N no es una funcién continua, por tanto
no es posible encontrar un maximo usando derivadas. Una alternativa es analizar el compor-
tamiento de la funcién de verosimilitud, es decir, establecer cudndo crece, cuidndo decrece o
incluso cuando permanece constante. Una forma de analizar dicho comportamiento es compa-
rando el cambio que ocurre en los valores que toma la funcién de verosimilitud para un valor
posible del pardmetro (6*) y su valor inmediatamente anterior (6*). Es asi que comparamos
L(6*) con respecto a L(6* — 1) y establecemos que, al pasar de (6* — 1) a 0",

o L(.) crece siy s6lo si L(§* — 1) < L(#*), o equivalentemente si 1 < %;
o L(.) permanece constante siy solo si L(60*—1) = L(6*), o equivalentemente‘ sil= L(Le(fjl)’
o L(.) decrece si y sélo si L(6* —1) > L(6*), o equivalentemente si 1 > %;
donde
L(6)=L6;xy,...,z,)
= L(6;y1)
R\(0-R
(y1)<”*yl)
== 0\ I{max{O,n—(@—R)},H.,min{n,R}}(yl)‘
(n)
Dada y,, la realizacién de la variable aleatoria Y; (o zq,...,x, una realizacién de X,,..., X,

Bernoulli no independientes), y para 6* tal que L(6*—1) # 0, es decir para *—1 > R+(n—y, ),
tenemos que,

Loy GGLD (O
Lo =1 () (GCED
_ G (0

SO )

(6*—R)! (6*—1)!
_ (n—y)(0*—R—(n—y;))! n!(6*—n—1)!
- 0*! (6*—R—1)!
(o ]! (n—y 16— R—(n—y;) 1!

(0= RO — )0 — DN — R— (n—y;) — 1)!
(0 —R—(n—y )00 —n—1)(6* — R —1)!
(0" — R)(6* —n)
(0" —R—(n—y))0"

Lo que quiere decir que % > 1 (la funcién de verosimilitud crece) cuando,

(6 — R)(0* — n)
(0" =R —(n—y,))0"

> 1.
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Ademads, como 0* € Z* y 0 — R — (n —y;) > 1 entonces Lfa(*ei)n > 1 cuando,

(0" = R)(6" —n) > (0" — R— (n—y,))0"
02 —RO* —nO+Rn>02—RO*—nb* +y, 0
Rn >y, 6
Rn
n

> 0*

Concluimos que, al pasar de (6* — 1) a 6%,
o L(.) crece (L(0*) > L(6* — 1)) si y so6lo si 0" < %;
« L(.) permanece igual (L(6*) = L(6* — 1)) si y sélo si §* = &,
e L(.) decrece (L(6*) < L(0* — 1)) si y sélo si 6* > %;

Entonces, % serd un valor de referencia para saber si la funcién de verosimilitud crece, decrece,
1

o permanece igual.

Tercero, sabiendo cuando crece, permanece igual o decrece la funcién de verosi-
militud, identificar el valor del parametro que hace que dicha funciéon alcance su
valor maximo:

Sin embargo, tenemos dos situaciones distintas, dependiendo de si % €s 0 no un namero
1

entero

Si R;—f‘ NO ES entero, entonces,

Rn Rn Rn
— < — < |—|+1,
Y1 Y1 Y1

y como L(.) crece al pasar de (6 x —1) a 6% para todo f* entero menor que %, entonces,

c(Ge])= (1))
Y1 Y1
(Bl = (G -2)
Y1 Y1
ademds, como L(.) decrece al pasar de (0 * —1) a 0% para todo 6+ entero mayor que IZ—I”,

T () -
JERE(ERER IR
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De los dos resultados anteriores, concluimos que L ([]Z—ln]) es el maximo valor posible de la
funcién L(.) y por ende

~ Rn
. [] .
ME Y1
Ahora, si }Z—l" ES entero, entonces,
[R n] _ Rn
Y1 Y1

a partir de lo cual se puede ver que:

o L(.) crece para 6 < [Ry—:‘], es decir,

L([iﬂ )M([iﬂ )= (5] 9)>

<|: n:| ) ’
y

([RD
Yy
e L(.) decrece para 6 > [ ] s decir,
()] ) (2] )
Y1 Y1 Y1
De donde se concluye que [@} y [@] — 1 son los valores del parametro que hacen que

Y1 Y1
Bn Rn

L(0) alcance su valor méximo. En este caso, [;T] y [ " ] — 1 serfan las estimaciones maximo
1 1

verosimiles de 6. §,,; no seria unico,

{2+ [2])

Cuarto, usamos el estimador que hallamos en todas las aplicaciones practicas que
apliquen

Mediante el anterior desarrollo analitico obtuvimos las expresiones matematicas para asocia-
das a las estimaciones méaximo verosimiles. Ahora para ilustrar un poco las cosas, primero
simulemos la seleccién simultanea (sin reemplazamiento) de n = 10 individuos sobre una
poblacién de tamafio N = 30, en donde R = 18. Eso si, sin olvidar que en la realidad los datos
poblacionales son desconocidos (no se podria saber que N = 30). Por eso aqui estamos hablan-
do de datos simulados y no de datos reales (a continuacién, ALL serian los datos poblacionales
desconocidos y tanto x como y_1.0p2 serfan los datos muestrales simulados).
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# Datos poblacionales (que en una situacidén real no conoceria)

ALL <- c(1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1,
i, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1,
0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1)

N <- length(ALL)

# Datos conocidos

R <- sum(ALL)

n <- 10

# Semilla para la generacidén de valores pseudoaleatorios
set.seed(123)

# Simulacién opcidn 1:
# muestra de tamafio n sin reemplazamiento de una variable Bermnoulli
x <- sample(ALL, n, replace = FALSE)
y_1l.opl <- sum(x)
cat("Simulacién opcidén 1.\nx_1, ..., x_n: ",
paste(x, collapse = ", "),
"\ny_1: ", y_1.opl)

Simulacién opcidén 1.
x1, ..., xn: 0,0,1,0,1,1,1, 1, 1,1
y_1: 7

# Simulacidén opcidn 2:

# muestra de tamafio 1 de una variable Hipergeométrica
y_1.0op2 <- rhyper(i1, R, N - R, n)

cat("Simulacién opcién 2.\ny_1: ", y_1.0p2)

Simulacién opcidén 2.
y_1: 6

Luego, veamos la funciéon de verosimilitud asociada a los datos simulados y; (es decir, la
funcién de verosimilitud asociada a lo que serfa conocido: y;, n y R), y las estimaciones
maximo verosimiles para el pardmetro # = N.

aux.plot <- 0:15

theta <- R + (n - y_1.0p2) + aux.plot
L <- dhyper(y_1.op2, R, theta - R, n)
plot(theta, L, type = "h", bty = "n",
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xlab = "N", ylab = "L(N)", ylim=c(0,max(L)))
val.ref <- R * n / y_1.0p2

if(val.ref != trunc(val.ref)){
theta.hat <- trunc(val.ref)
Yelsed{
theta.hat <- trunc(val.ref) - c(0,1)
}

points(theta.hat, dhyper(y_1.op2, R, theta.hat - R, n), col = "blue", pch
points(theta.hat, rep(0, length(theta.hat)), col = "red", pch = 6)
legend ("topleft", legend = "Estimaciones (ML)", col = "red", pch = 6, bty = "n")

3)

o
m _ —4 —4
o v Estimaciones (NIL)
o
-
g ° |
- o
—
o
3 |
o - WALV,
o I I I
25 30 35
N
. Qué pasaria si en vez de Y] (o las equivalente X1, ..., X, variables aleatorias Bernoulli no
independientes), se tiene una muestra aleatoria Y3, ..., Y, de tamafio m, de una poblacién

Y ~Hg(n,N=06,R)?

Para ilustrar un poco la situacién, podemos simular un conjunto de datos asociado a la
misma:
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m <- 15 # Tamaflo de muestra
# R, N y n iguales que antes
y <- rhyper(m, R, N - R, n) # Simular una realizacién de la muestra aleatoria
cat("y_1, ..., y_m: ", paste(y, collapse = ", "))

y.1, ..., ym: 5,6,8, 4,7,8,7,4,4,5,6, 3,6, 5,6

Calculamos la funcién de log-verosimilitud (a partir de los datos simulados) para valores
que podria tomar el pardametro de interés # = N.

aux.max.theta <- 35 # No puedo calcular infinitos valores para theta

U

theta <- seq(R + max(n - y), aux.max.theta) # Valores que podria tomar theta
for(i in 1:length(theta)){
cat("theta: ", thetalil, "\t", "log-Likelihood: ",
sun(dhyper(y, R, thetal[il - R, n, log = TRUE)), "\n", sep = "")

theta: 25  log-Likelihood: -43.23136
theta: 26  log-Likelihood: -37.04521
theta: 27 log-Likelihood: -33.08715
theta: 28  log-Likelihood: -30.47942
theta: 29 log-Likelihood: -28.7807
theta: 30 log-Likelihood: -27.72891
theta: 31  log-Likelihood: -27.15431
theta: 32 log-Likelihood: -26.94071
theta: 33  log-Likelihood: -27.00532
theta: 34  log-Likelihood: -27.28739
theta: 35 log-Likelihood: -27.74128

Para los datos simulados, la estimacién méximo verosimil seria,
HML — NML — 32,

Ya que es el valor para el cual la funcién de log-verosimilitud llega a su méximo (supo-
niendo que para 6 = 36,37, ... dicha funcién seguird decreciendo).

En este caso, se encontré la estimacién para un caso particular, pero desconocemos
la expresion matematica del estimador respectivo. Ain no tenemos la expresiéon
matematica de la funcién de la muestra correspondiente al estimador maximo verosimil.
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;Seré posible demostrar que

A LO+1)

O :max{ﬂ ezt :0> (R—i—lrgrliasﬁ{n—xi}) A L) >1
para Y7, ..., Y, una muestra aleatoria de una poblacién Y ~ Hg(n, N =6, R)?
. Es posible encontrar de forma analitica una expresion mas simple para el estimador
maximo verosimil del parametro § = N, suponiendo que n y R son conocidos?

2.2.2.2 Estimacion del parametro R

Ejercicio 2.2. Sea Y] una variable aleatoria como la descrita anteriormente (o la muestra
Xy, ..., X,, equivalente) y supongamos que n y N son conocidos, entonces el Ginico pardmetro

t 0 0=R (t, (y,0) = W0 |
a estimar serfa v (:0) ™) {max{0,n—(N—0)},...min{n,0}} (%) |-

n

;, Cudl seria la expresién matemaética asociada a la estimacion méximo verosimil del pardmetro
0 = R, suponiendo que n y N son conocidos??

. Qué pasaria si en vez de Y] (o las equivalente X1, ..., X,, variables aleatorias Bernoulli no
independientes), se tiene una muestra aleatoria Y, ..., Y, de tamano m, de una poblacién
Y ~Hg(n,N,R=6)?

Para ilustrar un poco la situacién, podemos simular un conjunto de datos asociado a la
misma:

m <- 15 # Tamafio de muestra

N <- 20; R <= 8; n <- 10 # Supongamos estos valores para los paréametros
y <- rhyper(m, R, N - R, n) # Simular una realizacidén de la muestra aleatoria
cat("y_1, ..., y_m: ", paste(y, collapse = ", "))

y.1, ..., ym: 4,5,5,2,3,3,3, 6, 4,3,5,5,5,5,4

Calculamos la funcién de log-verosimilitud (a partir de los datos simulados) para valores
que podria tomar el pardmetro de interés 0 = R.
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theta:
theta:
theta:
theta:
theta:
theta:
theta:

theta <- seq(max(y), N - max(n - y)) # Valores que podria tomar theta
for(i in 1:length(theta)){

cat("theta: ", thetal[i], "\t", "log-Likelihood: ",
sum(dhyper(y, thetal[i], N - thetal[i], n, log = TRUE)), "\n", sep = "")

6 log-Likelihood: -31.22295

7 log-Likelihood: -24.92984

8 log-Likelihood: -22.59759

9 log-Likelihood: -23.31624

10 log-Likelihood: -26.8586

11  log-Likelihood: -33.4468

12 log-Likelihood: -43.93297

Para los datos simulados, la estimacion méximo verosimil seria,

HML = RML =38,

Ya que es el valor para el cual la funcién de log-verosimilitud llega a su maximo (los
posibles valores de 6 son finitos, entonces estoy seguro de que se logré llegar a un valor
que maximiza dicha funcién).
En este caso, se encontr6 la estimacion para un caso particular, pero desconocemos
la expresion mateméatica del estimador respectivo. Atin no tenemos la expresién
matematica de la funcién de la muestra correspondiente al estimador maximo verosimil.

(Para este caso (muestra aleatoria Y7,...,Y,, de tamano m, de una poblaciéon Y ~
Hg(n,N,R = 0)), es posible encontrar de forma analitica una expresiéon relativamen-
te simple para el estimador maximo verosimil del parametro § = R, suponiendo que n y
N son conocidos?

2.2.2.3 Estimacion del parametro n

De la misma manera en que lo hicimos con los pardmetros R y N, podriamos tomar Y; (o
la muestra X,,..., X, equivalente) y suponer que N y R son conocidos, entonces el tnico

R

N
6

)

pardmetro a estimar seria n = 6 (fy (y,0) = G

)

I{max{O,H—(N—R)},..‘,min{e,R}}<y>)' Mate-

maticamente hablando, no veriamos problema alguno en tratar de establecer una férmula o
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mecanismo que nos permita llegar a estimaciones maximo verosimiles para n = . Sin embargo,
antes de ponernos a trabajar en ello deberiamos preguntarnos:

;Es posible encontrar o proponer una situacién real o hipotética en donde se requiera in-
ferir n (el cual naturalmente tiene que ser desconocido) a partir de lo observado mediante
Y1, ¥ bajo el supuesto de que N y R son conocidos?

2.2.3 Una solucién numérica

Supongamos que queremos estimar los parametros de la distribucién poblacional asociada a
la variable porcentaje de gasto en alimentacion de los hogares, a partir de los datos a
los que se refiere el siguiente texto:

The data frame contains 38 observations (random sample of 38 households in a
large US city) on 3 variables:

¢ food: household expenditures for food.
e income: household income.
e persons: number of persons living in household.

Griffiths, W.E., Hill, R.C., and Judge, G.G. 1993. Learning and Practicing Econo-
metrics New York: John Wiley and Sons (Table 15.4).

Lo primero que deberiamos hacer es un analisis exploratorio de los datos de la muestra.

# Instalar y cargar la libreria betareg (datos FoodExpenditure)

if (!require(betareg)) { install.packages("betareg"); require(betareg) 7}

# Cargar los datos de gasto en alimentacidén (38 hogares)

data("FoodExpenditure", package="betareg")

# Porcentaje de gasto en alimentacién

x <- FoodExpenditure$food / FoodExpenditure$income

# Instalar y cargar la libreria fitdistrplus (graficos y ajuste)

if ('require(fitdistrplus)) { install.packages("fitdistrplus"); require(fitdistrplus)
# Grafico

plotdist(x, histo=TRUE, demp=TRUE, pch="-")
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Empirical density
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Al ejecutar la funcién descdist() del paquete fitdistrplus en R, se obtienen medidas
descriptivas para la muestra y un grafico que me permite ver el coeficiente de asimetria y el de
curtosis muestral con respecto a las regiones en el plano que ocuparian algunas distribuciones
de acuerdo a los valores que pueden tomar sus coeficientes de asimetria y de curtosis (es decir

los tedricos poblacionales).

# Medidas descriptivas y plano asimetria”™2 vs kurtosis

descdist (x)
Cullen and Frey graph
=7 A ® Observation Thioretical distributions
N norma
E lé)r("gtﬁw(c:antlal
© — ¥ efa
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|
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square of skewness

summary statistics
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min: 0.1075258 max: 0.561243
median: 0.2610673

mean: 0.2896702

estimated sd: 0.1013732
estimated skewness: 0.9819276
estimated kurtosis: 4.160473

Generalmente una variable que representa un porcentaje tendra valores entre 0% y 100%, y asi
mismo, una variable que representa una razén o proporcién tendra valores entre 0 y 1. Para
modelar este tipo de variables seria apropiado utilizar una distribucién con dominio acotado
(con dominio en un intervalo (a,b)). La distribucién Beta es una de las distribuciones més
usadas para variables que toman valores en (0,1).

2.2.3.1 Intentamos solucién analitica

Para la distribucién beta en (0,1), se tienen las féormulas que se muestran a continuacion.
Funcién de densidad:

1 Lo
B(a, B)

donde B(a, 8) = Fr(ai,(gf;) y I'(z) = jg)oo t*le~tdt.

Espacio de los parametros:

fX (‘T?O‘wB) =

1 1/‘)6711(0,1)(5”)

0 =(a,8)" €0 =(0,00) x (0,00).

Funcién de log-verosimilitud:

log (0 Z log (

:<a—1>zlog<xi>+ —1210g1—x>—nlog<B< )

i=1

=<a*1)210g(wi) Z g(1— ;)

—n[log (I'(a)) +log (I'(8)) — log (T'(a + 5))] -

11 —x,)P 1)
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Gradiente:

L logL(0) = 3" loa(z;) — n - flog (M) + log (I(5)) — log (Nl + 5))]

= Z log(x;) —n[Y(a) —Y(a+ F)]

=1

O 10gL(8) =3 " log(1 — 2;) — n-- [log (T(a)) + log (T(5)) — log (T(a + 5))]
=1

ap 98

= Z log(1 — ;) —n[¢(8) —P(a+ B)]

donde 8% logT'(x) se denotard ¥ (z) (funcién digamma).

Hessiana:
" 108 L(0) = —n-2 p(a) — pa + B)
Oa? da
= —n[Y;(a) — Y (a+ B)]
O g L(B) = —n-2- [0(8) — vla + B)]
ap2 8 a8

log L(6) = —n - [$(8) — (o + )]
=ny (a + B)

donde a%w(x) = 68—;2 logI'(z) se denotard v, (z) (funcién trigamma).

Al parecer debido a la forma de funciones gamma, digamma y trigamma, hasta ahora
nadie ha podido obtener una formula o expresién explicita y cerrada para el estimador
maximo verosimil de una distribucién Beta con pardmetros a y B. ;Qué hacer en una
situacion como esta?

2.2.3.2 Optimizacion mediante métodos numéricos

Exceptuando algunos casos especiales, las ecuaciones de verosimilitud,

0 0
—L(0:; = — log L(6; =
50 0;2q,...,2,) =0y 50 ogL(0;z,...,z,) =0,
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no pueden solucionarse de manera analitica. Por tanto, es necesario usar métodos numéricos o
procedimientos iterativos para poder solucionar el problema de optimizaciéon asociado a dichas
ecuaciones,
argsup L (6;x,...,z,,) vy argsup logL(0;z,,...,x2,).
6co 0co
Existen variados métodos numéricos para resolver problemas de optimizacion. Buena parte de
ellos toman un valor inicial para ¢, notado 6, y a partir de él buscan obtener una secuen-

cia convergente {6,},_,; . Los algoritmos més comunmente utilizados, los Hill climbing
algorithms, se basan en una ecuacién de actualizacién de este tipo,

érJrl = ér + )‘r dr (ér)

donde el vector d, (HT) indica la “direccién del r-ésimo paso” y el escalar A\, representa la
“longitud o tamano de ese r-ésimo paso”.

En el caso de los Gradient ascent algorithms, la direccion de cada paso es la del gradiente
de la funcién objetivo, d, (Hr) =A (97,). El gradiente de la funcién de log-verosimilitud con

respecto al vector de pardmetros suele denominarse score, A (6) = % log L.

En el método de Newton—Raphson, A\, = 1 y d, (5) = —H! (éT) A (éT), donde A(#)
es el score y H71(f) es el inverso de la matrix Hessiana de la funciéon de log-verosimilitud
(H(G) = % log L), ambos evaluados en 0,..

FEl método denominado Fisher’s Scoring es casi identico al método de Newton-Raphson, pero
en vez de utilizar el negativo del inverso de la matrix Hessiana de la funcion de log-verosimilitud
(—H71(0)), utiliza el inverso de la matrix de informacién de Fisher (77! (0)). La matrix de
informacién de Fisher es la varianza del score,

7 (0) = Var [A(0)] = E [A(0) A(6)"]

y bajo ciertas condiciones (condiciones de regularidad), también es igual al inverso aditivo del
valor esperado de la matrix Hessiana de la funcién de log-verosimilitud,

T

7(0) =Var[A(0)] = E [A(0)A(0) | = —E[H(0)].
Dado que el célculo de la matrix Hessiana o el de la matrix de informacién (més el cdlculo de
la respectiva inversa) son computacionalmente costosos, otras alternativas han sido propues-

tas. Una de ellas es, por ejemplo, el algoritmo de Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno
(BFGS).

; Existen situaciones en las cuales el método de optimizacién numérica utilizado podria
“fallar”? ; Qué deberia hacer para estar seguro de que voy a encontrar o de que encontré
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el méximo de la funcién para todos los posibles valores de los parametros?

2.2.3.3 Aplicando optimizacién numérica

Retomando los datos mencionados acerca del porcentaje de gasto en alimentacién de los hoga-
res, La siguiente grafica muestra algunas curvas de nivel de la funcién de log-verosimilitud.

### log-verosimilitud con la distribucidn Beta
### para el porcentaje de gasto en alimentacidn
loglik.beta <- function(theta, sample)
{ sum( dbeta(sample, thetal[l], theta[2], log = TRUE) ) }
### Grafico de log-verosimilitud (curvas de nivel)
alpha <- seq(1, 12, length.out = 101)
beta <- seq(l, 30, length.out = 101)
z <- apply(expand.grid(alpha, beta), 1, loglik.beta, sample = x)
z <- matrix(z, 101, 101, byrow = TRUE)
contour (beta, alpha, z, drawlabels = TRUE, levels = c(-100,-25,0,25,35),
col="red", bty = "none", xlab=quote(beta), ylab=quote(alpha))

o
/'\'Q /

%

12

10

-0 .-25 .-100

0 5 10 15 20 25 30

Esperariamos encontrar el maximo (07, B) de dicha funcién dentro de la curva de nivel (elipse)
etiquetada con el niimero 35.
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Si queremos realizar la optimizaciéon numérica usando el método de Newton-Raphson, necesi-
tamos calcular el gradiente y la Hessiana de la funcién de log-verosimilitud, para un valor de
0 requerido.

cat("theta:\n")

theta:

a <- 6; b <- 15; theta <- c(a, b); print(theta) # un valor para theta

[1] 6 15

### Opcidn 1: Derivacidén Numérica.

### Instalar y cargar la libreria numDeriv (derivacién numérica)

if (!require(numDeriv)) { install.packages("numDeriv"); require(numDeriv) 3}
### Gradiente numérica de la funcidén loglik.beta

cat("\nGradiente numérica evaluada en theta (funcidén numDeriv::grad):\n")

Gradiente numérica evaluada en theta (funcidén numDeriv::grad):

print (numDeriv: :grad(loglik.beta, x = theta, sample = x))

[1] 0.6878986 -0.2714764

### Hessiana numérica de la funcién loglik.beta
cat("\nHessiana numérica evaluada en theta (funcién numDeriv::hessian):\n")

Hessiana numérica evaluada en theta (funcidén numDeriv::hessian):

print (numDeriv::hessian(loglik.beta, x = theta, sample = x))

[,1] [,2]
[1,] -5.036981 1.8532913
[2,] 1.853291 -0.7663614
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### Opcidén 2: Derivacidén automdtica o algoritmica

### Expresidén LogL para la funcidén de log-verosimilitud

n <- length(x) # Tamafio de la muestra

slx <- sum(log(x)) #

slimx <- sum(log(1l-x)) #

logl <- expression((a-1)*slx+(b-1)*slimx-
n*(log(gamma(a))+log(gamma(b))-log(gamma (a+b))))

### Gradiente y Hessiana automdtica de la funcidén logL

deriv.logL <- deriv(logL, c("a", "b"), hessian = TRUE) # Expresidn

res <- eval(deriv.logl) # Evaluacion

cat("\nGradiente automdtica evaluada en theta (funcién deriv):\n")

Gradiente automatica evaluada en theta (funcién deriv):

print(attr(res,"gradient"))

a b
[1,] 0.6878986 -0.2714764

cat("\nHessiana automatica evaluada en theta (funcién deriv):\n")

Hessiana automatica evaluada en theta (funcién deriv):

print(matrix(attr(res,"hessian"), 2))

[,1] [,2]
[1,] -5.036981 1.8532913
[2,] 1.853291 -0.7663614

### Opcidn 3: Implementar formulas analiticas.
### Gradiente de la funcidén de log-verosimilitud
score <- function(theta, sample){

n <- length(sample)
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c(sum(log(sample)), sum(log(l-sample))) -
n * (digamma(theta) - digamma(sum(theta)))
}

cat("\nGradiente analitica evaluada en theta (funcidén propia):\n")

Gradiente analitica evaluada en theta (funcién propia):

print(score(theta, x))

[1] 0.6878986 -0.2714764

### Hessiana de la funcidén de log-verosimilitud
H <- function(theta, sample){
n <- length(sample); auxl <- trigamma(sum(theta))
H <- -n * diag(trigamma(theta) - auxl)
H[1,2] <- H[2,1] <- n * auxl
H
}

cat("\nHessiana analitica evaluada en theta (funcidén propia):\n")

Hessiana analitica evaluada en theta (funcién propia):

print (H(theta, x))

[,1] [,2]
[1,] -5.036981 1.8532913
[2,] 1.853291 -0.7663614

Procedemos al método de Newton-Raphson como tal, utilizando una de las tres opciones
presentadas para calcular el gradiente y la Hessiana.

### Optimizacidén usando Newton-Raphson, con gradiente y Hessiana analiticos
i <= 0; theta <- c(6, 15) # theta inicial
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res <- data.frame(iter = i, alpha = theta[l], beta = theta[2])
repeatq{
s <- score(theta, x)
if (sum(s”2) < 1e-23){ break }
theta <- theta - as.vector(solve(H(theta, x)) %*} s)
i<-1i+1
res <- rbind(res, c(i, theta))
+
res[,1] <- as.factor(res[,1])
knitr::kable(format(res, nsmall=10))

iter alpha beta

0 6.0000000000  15.0000000000
1 6.0565369274  14.7824825727
2 6.0716009801  14.8219937900
3 6.0716413191 14.8220997664
4 6.0716413194 14.8220997671

cat ("\nGradiente analitico evaluado en el theta de la ultima iteracidn:\n")

Gradiente analitico evaluado en el theta de la tGltima iteraciodm:

print(s)

[1] 7.105427e-15 1.243450e-14

cat("\nHessiana analitica evaluada en el theta de la dltima iteracién:\n")

Hessiana analitica evaluada en el theta de la tGltima iteracidm:

print (H(theta, x))
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[,1] [,2]
[1,] -4.939202 1.8629437
[2,] 1.862944 -0.7892224

Podemos utilizar otros métodos. Sin embargo, es importante recordar que 6§ = («, 3) € RT x
R™ = ©, y por ende, debemos garantizar que esto es tenido en cuenta por aquellos métodos

que vayamos a utilizar.

### Optimizacion usando maltiples métodos con optimx
### pero sin darle el gradiente o la Hessiana

### (by default optimx performs minimization)
### Instalar y cargar la libreria optimx (optimizacidn)
if ('require(optimx)) { install.packages("optimx"); require(optimx) }
### Espacio de los pardmetros: theta \in (0,\infty) "2

m.loglik.beta <- function(theta, x)

{ -loglik.beta(theta, x) } # -1 * log-verosimilitud(theta)

m.opt <- optimx(c(6, 15), m.loglik.beta, x
control = list(all.methods = TRUE)) # todos

=X,

lower = le-6,

knitr::kable(summary(m.opt, order = value)) # reporte ordenado

pl p2 value fevals gevals niter convcode kktl kkt2 xtime
nlminb  6.071641 14.82210 - 11 28 9 0 TRUETRUEOQ.001
3.534644e+01
L- 6.071635 14.82209 - 9 9 NA 0 TRUETRUEO0.003
BFGS- 3.534644e+01
B
Regmin  6.071653 14.82214 - 870 406 NA 1 TRUETRUEO0.038
3.534644e+01
Spg NA NA 8.988466e+307 NA NA NA 9999 NA NA 0.000
Rvmmin NA NA 8.988466e+307 NA NA NA 9999 NA NA 0.001
bobyqa NA NA 8.988466e+307 NA NA NA 9999 NA NA 0.000
nmkb NA NA 8.988466e+307 NA NA NA 9999 NA NA 0.001
hjkb NA NA 8.988466e+307 NA NA NA 9999 NA NA 0.001

Algunos métodos solamente funcionan para cuando © = R%, donde d es el niimero de pardme-
tros a estimar. Para poder usar esos métodos, podemos reparametrizar nuestro problema de
optimizacion. Esto quiere decir que utilizamos una transformacion adecuada para cambiar de
parametros (de espacio de parametros), obteniendo un problema de optimizacién equivalente

al que teniamos,

argsup logL (0;zq,...,z,) = argsup logL (60*;z,...,2,)
0c© 0*cRd
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En el caso de los parametros de la distribuciéon Beta, podemos utilizar esta transformacién,

Rt x Rt — R?
0= (a,B) — (e, e’) = 6"

### Optimizacion usando miltiples métodos con optimx
### pero sin darle el gradiente o la Hessiana
### (by default optimx performs minimization)
### Reparametrizando theta = exp(eta). eta \in R x R
t.m.loglik.beta <- function(eta, x)

{ -loglik.beta(exp(eta), x) } # -1 * log-verosimilitud(eta)
t.m.opt <- optimx(c(0.8, 1.2), t.m.loglik.beta, x = x, # sin lower

control = list(all.methods = TRUE)) # todos

t.m.opt$pl <- exp(t.m.opt$pl); t.m.opt$p2 <- exp(t.m.opt$p2) # theta
knitr::kable(summary(t.m.opt, order = value)) # reporte ordenado

pl p2 value fevals gevals niter convcodekktl kkt2 xtime

nlminb 6.071642 14.82210 - 16 31 12 0 TRUETRUEO0.001

3.534644e+-01

CG 6.071617 14.82204 - 332 79 NA 0 TRUETRUE0.010
3.534644e+01

Rvmmin 6.071614 14.82203 - 261 62 NA 0 TRUETRUEO.012
3.534644e+01

L-BFGS- 6.071612 14.82203 - 13 13 NA 0 TRUETRUED.001

B 3.534644e+01

Regmin 6.071606 14.82202 - 875 254 NA 1 TRUETRUEO0.027
3.534644e+01

nlm 6.071523 14.82180 - NA NA 10 0 TRUETRUED.001
3.534644e+01

Nelder- 6.071250 14.82130 - 75 NA NA 0 TRUETRUED.002

Mead 3.534644e+01

BFGS 6.070940 14.82002 - 25 11 NA 0 TRUETRUED.006
3.534644e+01

spg NA NA 8.988466e+307NA NA NA 9999 NA NA 0.000

ucminf NA NA 8.988466e+307NA NA NA 9999 NA NA 0.000

newuoa NA NA 8.988466e+307NA NA NA 9999 NA NA 0.000

bobyqga NA NA 8.988466e+307NA NA NA 9999 NA NA 0.000

nmkb NA NA 8.988466e+307NA NA NA 9999 NA NA 0.001

hjkb NA NA 8.988466e+307NA NA NA 9999 NA NA 0.001
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Uno o varios de los métodos de optimizacién numérica suelen estar implementados e incorpo-
rados de alguna manera en paquetes o funciones existentes.

### Estimacidn mdximo verosimil usando fitdistrplus::fitdist

### Instalar y cargar la libreria fitdistrplus (graficos y ajuste)

if ('require(fitdistrplus)) { install.packages("fitdistrplus"); require(fitdistrplus) 7}
fit.b <- fitdist(x, "beta") # estimacidén (by default method="mle")

summary (fit.b)

Fitting of the distribution ' beta ' by maximum likelihood
Parameters :

estimate Std. Error
shapel 6.07213  1.358727
shape2 14.82243  3.398868
Loglikelihood: 35.34644  AIC: -66.69289 BIC: -63.41772
Correlation matrix:

shapel shape2

shapel 1.0000000 0.9435681
shape2 0.9435681 1.0000000

denscomp(list(fit.b), xlim = c(0,1)) # Funcién de densidad ajustada

Histogram and theoretical densities

< — //_\ —— beta
2 ™
(2]
c
3] N
a)
— \\
od L —F 1]
| | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

data

cdfcomp(list(fit.b), xlim = c(0,1)) # Funcién de distribucidén ajustada
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CDF

Empirical quantiles

Empirical and theoretical CDFs
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data
qqcomp (list(fit.b), fitpch=16) # Grafico Q-Q (Cuantil-Cuantil)
Q-Q plot
°
o ° ¢
o
] e 0 o

00' ] [ ]
e s00
- ° ® beta
© I I I I I

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Theoretical quantiles

ppcomp(list(fit.b), fitpch=16) # Grafico P-P (Probabilidad-Probabilidad)

119



P-P plot
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Theoretical probabilities

cat("maxima log-verosimilitud alcanzada usando Newton-Raphson:\n",
format (loglik.beta(theta, x), nsmall=14), "\n",
"maxima log-verosimilitud alcanzada usando optimx:\n",
format (-min(m.opt$value), nsmall=14), "\n",
"méxima log-verosimilitud alcanzada reparametrizando y usando optimx:\n",
format(-min(t.m.opt$value), nsmall=14), "\n",
"méxima log-verosimilitud alcanzada usando fitdistrplus::fitdist:\n",
format(fit.b$loglik, nsmall=14), sep="")

méxima log-verosimilitud alcanzada usando Newton-Raphson:
35.34644474252015

méxima log-verosimilitud alcanzada usando optimx:

35.34644474252016

méxima log-verosimilitud alcanzada reparametrizando y usando optimx:
35.34644474251994

méxima log-verosimilitud alcanzada usando fitdistrplus::fitdist:
35.34644441043961

2.2.4 Principio de invarianza

Dada una muestra aleatoria X, ..., X, proveniente de una poblacién con distribucién f (z,6),
donde 6 es el vector de pardmetros, dada una funcién del vector de parametros g(.), y supo-
niendo que T(Xy, ..., X,,) es el estimador de méxima verosimilitud de €, entonces el estimador
de méxima verosimilitud de g(#) es la estadistica g(T(X,, ..., X,,)).
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2.3 Método de momentos

El método de momentos se puede asociar a la resolucién de un sistema de ecuaciones,

Orins = {0 €0 < (i, s 1y) = (01.(0), ., 1, (0))}

donde 7, (0), ..., n;,(0) pueden ser momentos ordinarios, centrales o estandarizados poblaciona-
les, expresados como funciones de los parametros, y 7y, ..., 7, serian los respectivos momentos
muestrales asociados.

2.3.1 Momentos poblacionales y muestrales

Sean X1, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacién con momentos ordinarios y centrales
de orden 7,

Los momentos muestrales ordinarios y centrales de orden r = 1,2,... se denotan y
definen como,

M@:li;g v Mm:lix&—M@y-
N3 ni3

2.3.2 Una solucién analitica

Encontrar 0,,,, = T(zy, ..., z,) cuando X, ..., X, es una muestra aleatoria de una poblacién
con X ~ Gamma(k = 0y, = 06,) (fX (x,0) = Gglg(eﬁxel_l e %2 1 o) (x))

Como tengo dos parametros por estimar, necesito dos momentos. Dos momentos me permitan
tener dos ecuaciones para esas dos incognitas. El primer momento ordinario de una variable
aleatoria X distribuida Gamma con parametro de forma 6, y parametro de escala 6, es,

E[X] = 0,0,
y el segundo momento central es,

E[(X - E(X))"] = Var[X] = 0,63
El sistema de ecuaciones me quedaria asi,

0,0, = ,uf) = M»El) =

1
0,03 = u® = M2 = =5 (x
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Para resolver el sistema de ecuaciones podria tomar la segunda ecuacién y dividirla por la
primera,

n )
X 6.6, %

despejando #, y reemplazando 6, en la primera ecuacion,

9102 == X
X
9, = =
1 9,
X2
91 — 1 n D)
n Zzzl <X - X)
~ 1 n X 2
luego Oy0 = ( = )((; o = Zi:lg—(xl %) ) es un estimador por el método de momentos de
1y (X,
0= (6,0,).
2.4 Métodos en general
Sean X, ..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con vector de pardmetros 6. La mayo-

ria de los métodos usados para obtener estimadores se pueden dividir en dos grupos; aquellos
que tienen que ver con la resolucién de un sistema de ecuaciones,

0

{0 €©:h,(z) =h(z;0)}
y aquellos que tienen que ver con la resoluciéon de un problema de optimizacién,

0 = arg min d [hn(m), h(z; 9)}

donde d[,] es una distancia generalizada, h,,(z) es una funcién escalar o vectorial asociada a
la muestra y h(x;#) es una funcién conformable asociada al modelo teérico seleccionado.
Si tuviese que hacer un listado de métodos:

o Maximum likelihood

¢ Maximum product of spacing

¢ Maximum goodness of fit or minimum distance for the Cumulative Distribution Function

— Kolmogorov-Smirnov
— Cramér-von Mises
— Anderson-Darling

e Method of moments or moment matching
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e Minimum distance for the Moments

e Minimum distance for the Moment Generating Function
¢ Minimum distance for the Characteristic Function

o Quantile matching

¢ Minimum distance for the Quantile Function

En el caso de los métodos que involucran una distancia, cabe la posibilidad de usar diferentes
funciones, es decir diferentes métricas. Generalmente se suele usar la distancia euclidiana pero
no es la inica opcién. Adicionalmente, se pueden introducir pesos diferenciados para darle més
0 menos importancia a alguna parte de una funciéon. Por ejemplo, darle méas peso a la distancia
en la cola derecha de una funcién de distribucién acumulativa y darle menor peso a la cola
izquierda.

2.4.1 Usando paquete fitdistrplus

### Instalar y cargar la libreria betareg (datos FoodExpenditure)
if ('require(betareg)) { install.packages("betareg"); require(betareg) }
library(betareg)
### Instalar y cargar la libreria fitdistrplus (ajuste)
if (!require(fitdistrplus)) { install.packages("fitdistrplus"); require(fitdistrplus) 7}
library(fitdistrplus)
### Cargar los datos de gasto en alimentacién (38 hogares)
data("FoodExpenditure", package="betareg")
### Porcentaje de gasto en alimentacidn
x <- FoodExpenditure$food / FoodExpenditure$income
### Estimacién fitdistrplus::fitdist
fit.b <- fitdist(x, "beta") # (by default method="mle")
fit.b.mme <- fitdist(x, "beta", method = "mme") # moment matching
fit.b.gqme <- fitdist(x, "beta", method = "qme",
probs = c(1/3, 2/3)) # quantile matching

fit.b.KSe <- fitdist(x, "beta", method = "mge",

gof = "KS") # Kolmogorov-Smirnov
fit.b$estimate, MME = fit.b.mme$estimate,
fit.b.qme$estimate, MGE.KS = fit.b.KSe$estimate)

rbind (MLE
QME

shapel  shape2
MLE 6.072130 14.82243
MME 5.666999 13.89662
QME 6.483029 16.17922
MGE.KS 7.362950 19.04666
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denscomp(list(fit.b, fit.b.mme, fit.b.gme, fit.b.KSe), xlim = c(0,1))

Histogram and theoretical densities

1] —— beta-MLE
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data

cdfcomp(list(fit.b, fit.b.mme, fit.b.qme, fit.b.KSe), xlim = c(0,1))

Empirical and theoretical CDFs
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data

qqcomp(list(fit.b, fit.b.mme, fit.b.gme, fit.b.KSe), xlim = c(0,1), fitpch=16)
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Theoretical quantiles

ppcomp(list(fit.b, fit.b.mme, fit.b.qme, fit.b.KSe), xlim = c(0,1), fitpch=16)

P-P plot
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Theoretical probabilities
2.5 Ejercicios
1. Encontrar éML =T(xy,...,x,) cuando X ..., X, es una muestra aleatoria de una pobla-

cién con:
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e X~U(a=0,b=10)

e X~Ula=—6,b=0)

e X~U(a=60—-0.5,b=0+0.5)
« X~ E&(B=0)

e X ~N(u=0,0%= ¢ conocido)
e X ~ N(u= pg conocido, o? = 0)
o X ~N(u=0,,0%=0,)

o X ~ Beta(a=0,5=1)

o X ~ Gamma(k = k, conocido, 5 = 0)

2. Encontrar 0,,,;, = T(x4,...,x, ) cuando X, ..., X, es una muestra aleatoria de una po-
blacién con:

o X~ N0 = p,0, =0

o X ~ Beta(b, = a, 0, =)

« X~ PH=N

o X ~ B(0=p)

. X ~ B0, = 0,0, = p)

« X~ Hg(0,=n,0,=N,0;=R)
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3 Propiedades algunas estadisticas

En esta seccion se hard una revision rapida de algunas propiedades matematico-estadisticas
de interés de algunas estadisticas de particular relevancia.

Si X4,..., X, es una muestra aleatoria, entonces, en términos generales ' = T (X, ..., X,,) es
una estadistica. A su vez, T también es una variable aleatoria, y por lo tanto, podemos hablar
de su valor esperado como medida de centralidad, de su varianza como medida de dispersion,
de su funcién de distribuciéon acumulativa, de sus convergencias cuando el tamano de muestra
n es suficientemente grande (recordemos que para las variables aleatorias existes diferentes
tipos de convergencia: en probabilidad, casi siempre, en distribucién, en L"), entre otros.

.z . v n . 7
En la seccién anterior, encontramos que X = %Zizl X, es un estimador para un parametro

6 de ciertas distribuciones. Por tal razén, X seria una estadistica interesante para la cual
querriamos conocer sus propiedades, como variable aleatoria que es. Asi mismo, existen otras
estadisticas interesantes y de uso frecuente, para las cuales el conocer sus propiedades como
variables aleatorias, nos facilitara el poder evaluarlas en su rol de estimadores puntuales
de un parametro de interés.

3.1 Momentos muestrales
Recordemos que hemos denotado,
p = B[XT],

Y,
47 = B [(X — M) ] =E[(X—p)]

como los momentos (poblacionales) ordinarios y centrales de orden r, respectivamente.

Sean
n_ 1§y
M _E;
y
1 r
MO = = X, — MYy,
w2 (Ko=)

los momentos muestrales ordinarios y centrales de orden r, respectivamente.
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3.1.1 Valor esperado

3.1.2 Varianza

Var [M,@] =

3.1.3 Convergencias

3.2 Promedio muestral o media muestral

La media muestral o media de la muestra es el primer momento ordinario muestral,

_ 1 n
Xx=MmY=-%"x.

3.2.1 Valor esperado
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3.2.2 Varianza

Var [)_(] =Var [M,EU]

Note que:

0—:E[)_(2]—p2
n
2
E[X?% = —+p?

3.2.3 Distribucién muestral

Si X ~ Ezp(0), entonces X ~ Gamma (n, 2).

Si X ~ Gammal(k, ), entonces X ~ Gamma (nk:, %)

Si X ~ N(u,0?), entonces X ~ N (,u, %)

3.2.4 Convergencias

T
b

;,Cual deberia ser el tamano de la muestra n para tener una probabilidad de al menos
el 0.95, de que el promedio muestral no difiera del tedrico en méas de una cuarta parte
de la desviacion estandar tedrica (suponiendo poblacién infinita y muestra simple)?

Teorema central del limite:

Sea X, X,,... una sucesiéon de variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas
(cualquier distribucién), con media denotada por p y varianza finita denotada por o2, enton-
ces,

Xop_Vn(X—p) L 7~ N(0,1).

ﬁ g
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3.3 Varianza muestral

La denominada varianza muestral estd dada por la expresion,

1 & _ .2
SQZH_IZ()Q—X) :
i=1

;Por qué S? es la varianza muestral y no es M2 = 1 22;1 (X, —X)7?

3.3.1 Valor esperado
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3.3.2 Varianza

Var [$?] = % (M(4> B n—304>

2o 2)

para n > 1 y donde k es la curtosis poblacional.

3.3.3 Distribucién muestral

Si X ~ N(,u,az), entonces (nj%s? ~ X%_y

3.3.4 Convergencias

C.S.
52 5 o2,
y por ende,
P
52 — o2
3.4 Estadisticas de orden
La k-ésima estadistica de orden, k =1,2,...,n, denotada por X ), se puede definir recur-

sivamente de la siguiente manera,
X(l) — HliIl{Xl, ey X’ﬂ}
Xy =min {{X,... X,} {Xu),...Xp 1}}
Al conjunto de estadisticas de orden X(;), X9, ..., X(,) se le denomina muestra aleatoria
ordenada.
Minimo muestral:
Xa)

Maximo muestral:

X(n) = min {{X17 ,Xn} {X(1>’ ,X<n71)}} = max{Xl’ ’Xn}
Mediana muestral:
si n es impar

si n es par
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3.4.1 Distribucion muestral

P, @0 =3 () a1~ Fx(o)”

n
i=k

n! k-1
]

B @) = i Ex @1 - Fx@)]™ ix(@)

Distribucion del minimo muestral:

n

FX(U (2) =1—[1—Fy(z)]
Distribucion del maximo muestral:

FX(n) (z) = [Fx(z)]

n

Distribucién de la mediana muestral: Si X ~ N (u,0?), entonces M, ~ N (u, %ﬁ)

3.4.2 Convergencias

Sea F x () estrictamente monotona y Fy(z,) = p entonces,

d p(1—p)
X([np]+1) - X~N (xp’ 2)

3.5 Funcion de distribucion acumulativa muestral

n 0 six < X(l)

=t 1 siX,, <=z

F,(z) =

S|

3.5.1 Valor Esperado

3.5.2 Varianza
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3.5.3 Convergencias

P
F,(z) = F(x)
para un valor z dado.

Es més, F, (x) converge uniformemente a F(x).

F(z) [1 —F(z)] ’

Ejercicio 3.1. Determinar el valor esperado y la varianza de las estadisticas X, M) y §2
cuando la muestra aleatoria proviene de un poblacién con,

e X ~N(u=5,0%=1.5%
« X ~Ula=0,b=10)

o X ~ Exp(0=4/3)

o X ~ Beta(a=15,3=1)

Al tratar de determinar los valores esperados y las varianzas solicitadas, requerird las formulas
especificas de cada distribucién para los primeros cuatro momentos centrales poblacionales.
Comparando los valores que obtendria con los valores esperados y las varianzas determinadas
por usted (usando n = 100), contra los siguientes valores aproximados obtenidos mediante
simulacién, puede identificar inicialmente si alguno de los valores esperados o varianzas deter-
minadas estd mal.

n <- 100 # Tamafios de muestra
rep <- 10000 # Repeticiomes
d <- c("rnorm(n * rep, 5, 1.5)",
"runif(n * rep, 0, 10)",
"rexp(n * rep, 0.75)",
"10 * rbeta(n * rep, 15, 1)") # Distribuciones
df <- NULL
for(k in 1:4){ # Para cada distribucién
## Generacién de muestras (cada fila es una muestra)
x <- matrix(eval(parse(text = d[k])), rep, n)
x.bar <- apply(x, 1, mean) # promedio muestral
s.2 <- apply(x, 1, var) # varianza muestral
m.2 <- 8.2 * (n - 1) / n # 2do momento central muestral
df <- rbind(df, c(mean(x.bar), var(x.bar),
mean(m.2), var(m.2),
mean(s.2), var(s.2)))
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}

colnames(df) <- c("mean(x.bar)", "var(x.bar)",

"mean(m.2)", "var(m.2)",
"mean(s.2)", "var(s.2)")
rownames (df) <- c("Normal(0, 1.572)","Uniforme(0, 10)",

"Exp(4/3)","10*Beta(15, 1)")
cat("Tamafio de muestra utilizado:
"Namero de repeticiones utilizadas ", rep,

b n, . b

".\1’1", sep = nn)

Tamafio de muestra utilizado: 100. Numero de repeticiones utilizadas 10000.

knitr::kable(df)

mean(x.bar) var(x.bar) mean(m.2) var(m.2) mean(s.2) var(s.2)
Normal(0, 4.999322  0.0228168 2.2321929 0.1030152 2.2547403 0.1051068
1.572)
Uniforme(0, 10) 4.998394  0.0825600 8.2443497 0.5465572 8.3276260 0.5576545
Exp(4/3) 1.334307  0.0179806 1.7628536 0.2509338 1.7806602 0.2560288
10*Beta(15, 1) 9.375287  0.0034343 0.3412862 0.0066379 0.3447335 0.0067727
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4 Evaluacion de estimadores

En esta seccion se hard una revision de algunos temas relacionados con diferentes aspectos a
tener en cuenta para evaluar y comparar estimadores.

A menos que se especifique lo contrario, en adelante, sea Xj, ..., X,, una muestra aleatoria
de una poblacién con funcién de densidad fy(x;6), g(#) una funcién del pardmetro 6 y T =
T(X,,...,X,,) un estimador de g(6).

n

4.1 Insesgamiento

Definicién 4.1. El estimador T' se denomina estimador insesgado para g(f), si y solo si,

E[T] = g0)

Definicion 4.2. La diferencia
Bias[T] = E[T] — g(0)

se denomina el sesgo del estimador 7' con respecto a g(6).

Definicion 4.3. T es un estimador asintéticamente insesgado si

lim (E[T,] - g(6)) = 0

n—oo

para todo 0 € O.

Ejercicio 4.1. Sea X, ..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con distribucién X ~
U(a =0,b=0). Determine el sesgo para,

e el estimador maximo verosimil de 6.

¢ el estimador por el método de momentos de 6, usando el primer momento ordinario.

Ejercicio 4.2. Sea X, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacién con distribucién X ~
N (p = pgy conocido, 0? = ). Determine el sesgo para,

o el estimador de §: T = M® = %Z:‘; (X; — X)2.

o el estimador de §: T = §% = L. Z?Zl (X; — )_()2.
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4.2 Eficiencia - Precision

Definicién 4.4. Sean Ty T* dos estimadores insesgados para g(f), se dice que T es un
estimador uniformemente mejor que T si,

Var[T] < Var[T*,

para todo 0 € O.

Ejercicio 4.3. Sea X, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacién con distribucién X ~
U(a =0,b=6). Determine la varianza de,

e ¢l estimador maximo verosimil de 6.

¢ el estimador por el método de momentos de 6, usando el primer momento ordinario.

Cual estimador es uniformemente mejor?

Definicion 4.5. Un estimador 7' es insesgado y uniformemente de varianza minima
(uniformly minimum variance unbiased estimator UMVUE) para g(f) si y sélo si T
es un estimador insesgado para g(f) y Var[T] < Var[T*] para T*, cualquier otro estimador
insesgado para g(f).

Bajo ciertas condiciones, la desigualdad de Cramer - Rao permitird determinar cual es la
varianza minima posible de los estimadores insesgados para g(f). Antes de poder enunciar
dicha desigualdad, debemos hablar de la informacién de Fisher y de las condiciones de
regularidad.

Definicién 4.6 (Informacién de Fisher). Sea X una variable aleatoria cuya funcién de densi-
dad fx(z;0) es tal que 2 log fx(x;0) existe para todo z, con fy(z;6) > 0, y para todo 6 € ©,
la informacion de Fisher en la variable aleatoria X acerca de 6, se define como,

7(0) = E

0 o '
<%long(X, 9)) <%1ngX(X79>> ]
o escrito de otra manera,

7.4(6)= E Kaaa log fX(X,9)> (8‘; log f+ (X, 9))} .

J
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De lo anterior, la informacién de Fisher para una muestra aleatoria acerca del parametro
0 estaria dada por,

E (ae longXX 9) (aeklongXX 9)]

=1

(Zag log fx (X, 9) (ZaeklongX 9))]

Sean X, y X, variables aleatorias independientes con informacién de Fisher 7 (6) y
Ix, (#), respectivamente. ;la informacién de Fisher acerca del parametro 6 contenida
en el vector aleatorio X = (X;,X,) es Ix(0) = Tx (0) + Tx,(0)7. En general, si
X4,..., X, son variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas y si la
informacién de Fisher acerca de 6 contenida en cada X; es J(6), ;la informacién de
Fisher acerca de 0 contenida en X, ..., X,, es nJ(0)?.

. El anterior resultado se cumplird para una muestra aleatoria que proviene de una
poblacién con:

e X~U(a=0b=0)?
e X ~ Exp(B=0)?

Definicién 4.7 (Caso regular de estimacién o condiciones de regularidad). Se habla de un
caso regular de estimacién o de cumplimiento de condiciones de regularidad cuando
el modelo escogido para representar el comportamiento de la poblacion y la estadistica en
consideracién cumplen las siguientes condiciones:

1. % log fx (X, 0) existe para todo x, con fx(z,6) > 0, y para todo § € © C R.
2. La informacién de Fisher acerca del parametro 8 en la poblacion es finita para todo 8 € ©

3. Si la variable X que representa a la poblacion es continua,

;/.../ﬁfx(xiﬁ) dz, ... dz,
:/.../gezf[lfx(xi,ﬁ) dz, ...dz,,

anadlogamente cuando X es discreta.
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4. Si la variable X que representa a la poblacién es continua,

%/.../T(ml,...,xn)
=/---/T<:vl,

anadlogamente cuando X es discreta.

fx(z;,0)dz, ...dx,

et

ﬁfX 0)dz, ...dz,),

1=

%W

Bajo condiciones de regularidad y si 68—922 log fy(z,0) existe para todo z, con fy(z,0) >0,y
para todo # € © C R, entonces,

2
E

(gploerx(x.0)) | =—B | zroe rx(x.0)]

A partir del resultado anterior, si X, ..., X,, son variables aleatorias independientes idéntica-
mente distribuidas (muestra aleatoria) y si la informacién de Fisher acerca de 6 contenida en
cada X, es J(6), entonces,

le,...,Xn (9) =FE

(;Zlong(ngo (;;IngX(XmG)> ]
—F [692 Zlong (X; 9)]

5 (ol
76

nJ(9)

§II

i=1

Ejercicio 4.4. Obtenga

70)= E (ge log f (X, 9))2]
y
- [86922 log fx(X, 9)}
para,

e X~U(a=0,b=0)
o X~ FEzxp(B=20)
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e X ~N(u=0,0%= 02 conocido)

Teorema 4.1 (Desigualdad de Cramer - Rao). Dentro de un caso regular de estimacion (bajo
condiciones de reqularidad), si T es un estimador insesgado para g(6), entonces,

(28(0))°

10 < Var|[T)

expresion que corresponde a la version mds difundida del teorema, y en donde, la parte izquierda
de la desigualdad es conocida como cota de Cramer-Rao.
De manera mds general, sin la condicion de que T sea un estimador insesgado, se tiene que,

(%g(@) + %Bias[T])2
nJ(0)

<FE [(T - g<9))2}

Ejercicio 4.5. Sea X, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacién con distribucién X ~
N(p = 6,0? = g conocido).

e ;Cudl es la informacién de Fisher de 67
e ;Cuél es la minima varianza posible para un estimador insesgado de 67

e ;Cudl es el sesgo y la varianza del estimador maximo verosimil de 67

La igualdad en la desigualdad de Cramer-Rao se tiene cuando,
a n
99 IOngX(Xiv 0) =K(0,n) (T(Xy,..., X,) —g(0))
i=1

En este caso, T es UMVUE para g(0).

e Cuando un estimador insesgado tiene varianza igual a la cota de Cramer-Rao, entonces
este es un UMVUE. Sin embargo, un UMVUE puede que no alcance la cota de Cramer-
Rao.

e Una forma para verificar que un estimador es UMVUE es ver que es insesgado y que
alcanza la cota de Cramer-Rao.

e Un estimador sesgado puede tener una varianza inferior a la de todos los estimadores
insesgados. Asi mismo, un estimador sesgado puede que tenga una varianza igual o menor
a la cota de Cramer-Rao y en cualquier caso nunca es UMVUE.
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Teorema 4.2. Si T el estimador mdximo verosimil de 6 estd dado por la solucion de la
ecuacion

0 0 n
56108 L0, 2y, ) = %loggfxai,e) =0

y st T* es un estimador insesgado para g(0) cuya varianza coincide con la cota de Cramér -
Rao, entonces T* = g(T).

Definicién 4.8. La eficiencia relativa de T® respecto a TV, estimadores insesgados para
g(0), corresponde a,

Var [TW]

Var [T (2>]

Ejercicio 4.6. Sea X, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacién con distribucién X ~
U(a =0,b=6). Determine la eficiencia relativa del estimador méximo verosimil de € respecto
al estimador por el método de momentos de 6 (usando el primer momento ordinario). ;Qué
cambiaria en la eficiencia relativa si cada estimador utiliza una muestra de diferente tamano,
por ejemplo, n y m respectivamente?

Definicion 4.9. En un caso regular de estimacion, la eficiencia de un estimador insesgado
T para g(6) es,
(580)°
nJ(0)
e(T) =

Var[T)

Definiciéon 4.10. En un caso regular de estimacién, la eficiencia asintdtica de un estimador
insesgado T para g(f) es,
lim e(T),)

n—,oo

4.3 Concentracion

Definicién 4.11. Sean T y T® dos estimadores para g(f), se dice que T es mas con-
centrado que 7%, si y solo si,

Pl-e<TW —g0) <e] > P[—e<T? —g(0) <¢
Plg) —e<TW <g0)+¢€ >Plg0) —e<T? < g(0) +¢

para cada € > 0 y cada 6 € ©.

Definicion 4.12. Una medida de concentracion del estimador 1" es
2
MSEr(6) = B [(T - g(0))"]

la cual se denomina Error cuadratico medio (Mean-Squared Error).
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Ejercicio 4.7. Muestre que el error cuadratico medio de un estimador se puede descomponer
en dos, en la varianza y en el cuadrado del sesgo de dicho estimador.

@ Solucién

MSE,(6) = E

| + (B1] - 800))°
= Var[T] + (Bias[T])’

Ejercicio 4.8. Sea X, ..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con distribucién X ~
U(a =0,b=6). Determine el error cuadréatico medio para,

e ¢l estimador méximo verosimil de 6.

e el estimador por el método de momentos de 6, usando el primer momento ordinario.

Para finalizar, recuerde que, bajo condiciones de regularidad,

(%g(@) + %Bias[T])2
nJ(0)

<FE [(T - g<9))2}

4.4 Consistencia

Informalmente y en pocas palabras, consistencia trata acerca de si el estimador converge al
pardmetro a medida que el tamafio de muestra aumenta.

Definicién 4.13. El estimador 7, se denomina estimador consistente en error cuadra-
tico medio para g(0), si

lim E [(Tn _ g(&))z} -0

n—oo
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o lo que es lo mismo,
L2
T, — g(0)

n

para todo 6 € ©.

Definicién 4.14. El estimador 7), se denomina estimador consistente fuerte para g(6), si

Pllim T, =g)] =1

n—oo

o lo que es lo mismo,
T, = g(0)

Definicién 4.15. El estimador T, se denomina estimador consistente simple o débil
para g(60), si
lim P[—e<T,—gf) <e¢=1
n—,oo
o lo que es lo mismo,
T, — g(0)

para todo # € © y € > 0.

., Un estimador obtenido por el método de momentos es un estimador consistente?
jpor qué si o por qué no?

Naturalmente, si 7,, es un estimador asintéticamente insesgado y su varianza tiende a cero
cuando el tamano de la muestra tiende a infinito entonces 7, es consistente en error cuadratico
medio.

Ejercicio 4.9. Sea X, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblaciéon con distribucién X ~
N(p = 60,0 = 6 conocido). Determine si el estimador méximo verosimil de 6 es consistente
en error cuadratico medio.

Definiciéon 4.16. T, se denomina best asymptotically normal estimator si y solo si,

1. La sucesién de variables aleatorias {\/n (T,, — g(#))} converge en distribucién a una va-
riable aleatoria con distribucién Normal de valor esperado cero y varianza o2 (6).

2. El estimador es consistente débil para g(6).

3. Siendo T} cualquier otro estimador consistente débil para g(f) para el cual
{V/n (T —g(0))} converge en distribucién a una variable aleatoria con distribucién
Normal de valor esperado cero y varianza o* (6), se tiene que o (6) < o (0).
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En un caso regular de estimacion, si T}, es el estimador maximo verosimil para g(#), entonces
T, es un estimador consistente asintéticamente normal, es decir,

VAT, - 50) 5 ¥ (0.5

Por ejemplo: Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacién con funcién de densidad
f¢(z;0), una funcién continua en el percentil z,, para un valor p fijado de antemano, entonces
la estadistica de orden Xp,,,1) es un estimador consistente asintéticamente normal para el
percentil z,,

Xnplr1) — %p d

— " > N (0,1).

p(1—p)
nfg((a:p;e)

4.5 Suficiencia

Informalmente y en pocas palabras, suficiencia trata acerca de si un estadistico conserva toda la
informacién contenida en la muestra aleatoria (“no hay pérdida de informacién”) con respecto
al parametro de interés.

Definicién 4.17. T),...,T  es una colecciéon de estadisticas conjuntamente suficientes

para 6, si y solo si la distribucion condicional de las variables aleatorias de la muestra aleatoria
X, X,,..., X, dado T}, ...,T,, no depende de 6.

Ejercicio 4.10. Sea X, X, una muestra aleatoria de tamafio 2 de una poblacién con distri-
bucién X ~ Bernoulli(p = ). Determine si,

o T =X, + X, es una estadistica suficiente para 6.

o T" = X, X, es una estadistica suficiente para 6.

Ejercicio 4.11. Sea X, ..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con distribuciéon X ~
Poisson(\ = ). Determine si el estimador maximo verosimil de € es suficiente para 6.

Teorema 4.3 (Criterio de factorizacién de Fisher-Neyman). El conjunto Ty,...,T,, es una
coleccion de estadisticas conjuntamente suficientes para 0, si y solo si, la funcion de

verosimilitud se puede factorizar de la forma,

L(0;xq,...,x,) =g(Ty,...,T,,;0) h(zy, ..., x,)
(fxl’.“’Xn(x17 “es ,$n; 9) == g(T17 “es 7Tm; 0) h(.%'l, ceey xn>>
donde h es una funcion no negativa que depende exclusivamente de x, ..., x,, Yy g es una funcion
no negativa que depende de 0 y de x4, ..., x,, a través de 1y,...,T, .
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Ejercicio 4.12. Utilice el criterio de factorizacién de Fisher-Neyman para obtener una co-
leccion de estadisticas conjuntamente suficientes para una muestra aleatoria proveniente de
una:

o distribucién Bernoulli de parametro p = 6.
o distribucién normal de pardmetros p = 6, y 02 = 0,.

o distribucién beta de pardmetros a =6, y 5 =0,

Teorema 4.4. Si T es un estimador suficiente para 8, entonces la informacion contenida en

la v.a. T acerca de 6 es la misma informacion contenida en la muestra aleatoria Xy, ..., X,
acerca de 0
Prueba.
9 2
Ix,.x,0)=FE <87 logfy . x (Xl,...,Xn)>
) 2
—E <5 )h(Xl,...,Xn)>) ]
a 2
=K <87 logg(T;0) + logh(X,, ..., X, ))) ]
o 2
=F ( logg(T;0) )

Por otra parte, para obtener J (), se necesita saber quién es f(t),

X ( "'axnvt)
f ey |f) = X
Xl,..‘,Xn|T<x17 7xn| ) fT<t)
) N
fT(t) — X17 ) 7L7 ( n t)
Xl, LX T 7(7q 7xn|)

x,, (T1 ~,wn) . .
fr(t) = {f xn\T(wp Lz, |0 SiT(zqy,..,x,) =t

0 en otro caso
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Lo que quiere decir que,

9 2
72(6) = E | (55 1ogtr (7))
0 le,...,Xn (le 7Xn>
=F — log
i o0 le,...,Xn\T(Xlw--aXn|T)
— 2_
T:0)h(X,,..., X
— B glog g<7>(17 ’n)
i o6 le,.,.,Xn\T(Xl)'-'aXn|T) |
0
=L %Oog (g<T;9)> +10g (h(le 7Xn)>_
2
log(lean‘T(Xl, '7Xn’T>)>> ]
2
=F||=1 T:0
Concluimos que,
2
X, ,Xn(e) E (alogg(T; 9)) =Jr(0)
O
Teorema 4.5. Si T},...,T . es una coleccion de estadisticas conjuntamente suficientes,
entonces cualquier transformacion uno a uno de T, ...,T,, también es una coleccion de esta-

disticas conjuntamente suficientes.

Ejercicio 4.13. Determine una coleccién de estimadores insesgados y conjuntamente suficien-
tes para una muestra aleatoria de una:

e distribucién Bernoulli de parametro p = 6.

« distribucién normal de pardmetros pu = 6, y 02 = 0,.

Definicion 4.18. Una coleccion de estadisticas conjuntamente suficientes se denomina mini-
mal, si y solo si, ellas son funcién de cualquier otro conjunto de estadisticas suficientes.
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! Para el estudio de la suficiencia y la completez serd particularmente ventajoso cuando
la poblacién tenga una distribucién perteneciente a la “familia exponencial”. En el
Apéndice B hay una pequenia y rapida revisién de algunos aspectos bésicos relaciona-
dos con la familia exponencial de densidades / distribuciones (Familia exponencial).

Si fy(z;0) pertenece a la familia exponencial k-paramétrica de densidades, entonces las esta-

disticas,
n
N T(X) ) T (X))
i=1

i—1
son conjuntamente suficientes para 6. Ademads se puede demostrar que constituyen una colec-
cién minimal.

Teorema 4.6. Si T es una estadistica suficiente para 0 y si Ty;; es el unico estimador
mdzximo verosimil para 0, entonces Ty, es funcion de T.

Teorema 4.7.

e SiT),; es el unico estimador mdxzimo verosimil para 0, entonces T, es funcion de
una colecciéon minimal de estadisticas conjuntamente suficientes.

e ST Ty NO es el dnico estimador mdximo verosimil para 0, entonces existe un
estimador mdzimo verosimil Ty,; que es una funcion de una coleccion minimal de
estadisticas conjuntamente suficientes.

Definicion 4.19. Se dice que las estadisticas T y T son equivalentes si existe una funcién
g() uno a uno de tal manera que T = g(T).

Teorema 4.8. Dadas las estadisticas equivalentes T y T, si T es una estadistica suficiente
para 0, entonces T* también lo es.

La idea contraria a la suficiencia se formaliza en los siguientes definicién y teorema.

Definicion 4.20. La estadistica T' se denomina estadistica auxiliar para el pardmetro 6, si
f;(t) es una funcién que no depende de 6. Si especificamente E[T'] es un valor que no depende
de 60, entonces T’ se denomina estadistica auxiliar de primer orden.

Ejercicio 4.14. Determine una estadistica auxiliar de primer orden para el parametro 6 de
una poblacién con distribucion X ~ U(a = —0,b = 0).

Teorema 4.9 (Teorema de Basu). Si T* es una estadistica auziliar para el parametro 6 y T
es una estadistica suficiente para 8, entonces T y T' son variables aleatorias independientes.
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Teorema 4.10 (Teorema de Rao-Blackwell). Si T es un estimador insesgado para g(6)

y Ty,...,T,, son conjuntamente suficientes, entonces T = E[T*|T},...,T,,] es un estimador

insesgado para g(0), que es funcion solamente de estadisticas suficientes y que tiene una
varianza menor que la de T™.

Ejercicio 4.15. Sea X,,..., X, una muestra de una poblacién con distribucién X ~
Bernoulli(p = 0).

1. Determine si 7% = X, es un estimador insesgado para 6 (g(0) = 0).
2. Determine si T} = Z?:l X, es suficiente para 6.

3. Obtenga T = E[T*|T}].
4

. Verifique que T efectivamente cumple todas las condiciones que deberia cumplir dado
el anterior teorema (“estimador insesgado para g(f) = 6, que es funcién solamente de
estadisticas suficientes y que tiene una varianza menor que la de 7%7).

4.6 Completez

Aspecto referente a la distribucién muestral de un estadistico que nos serd de utilidad para
encontrar estimadores UMVUE.

Definicién 4.21. La familia de funciones de distribucién ({Fy(z;6) : 6 € ©}) es completa,
si y solo si,
E[g(X)] = 0 implica Pg(X) =0] =1

para toda funcién de valor real g(), para todo 6§ € © y para todo z tal que fy(x;60) > 0.

Definicién 4.22. T es una estadistica completa si su distribucién (Fp(z;6)) pertenece a
una familia de distribuciones completa ({F(z;0): 60 € ©}).

Ejercicio 4.16. Determine si T = Z;;l X, es una estadistica completa para X,...,X,, una
muestra aleatoria de una poblacién con distribucién X ~ Bernoulli(p = 0).

Ejercicio 4.17. Determine si 7" = X, es una estadistica completa para X;,..., X, una
muestra aleatoria de una poblacién con distribucién X ~ U(a = 0,b = 0).

Teorema 4.11. Sea X, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacion con distribucion per-
teneciente a la familia exponencial, la estadistica natural (T = Z?Zl T(Xl-)) es una estadistica
suficiente y completa para 6.
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Teorema 4.12. Sea T' un estimador insesgado para g(6). Si T es una estadistica completa
para 0, entonces T es el dnico estimador insesgado para g(0).

Teorema 4.13 (Teorema de Lehmann-Scheffe). Si T}, ..., T, es una coleccion de estadisticas
conjuntamente suficientes y completas para 6 y si T = h(T\,...,T,) es un estimador
insesgado para g(0), entonces T es UMV UE para g(6).

4.7 Ejercicios

1. Demuestre que:

e Si X ~ B(p = 0) entonces

70) = o(1 1— 0)
e Si X ~ B(n = n conocido, p = @) entonces
70) = 0(1n— 0)
o Si X ~ P(\=0) entonces )
J(0) = g

Si X ~ Beta(a = 0, = 0,) entonces

(T Tia®)\ _ (r(@)—py(ahB)  —thy(atB)
70) = (5220 7220)) = ("t v o )

Si X ~ N (u=0;,0% =0,) entonces

1
‘711<9> - 0727
1
722(0) = 555
y
712(6) =0
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o Si X ~ Pareto(6;,6,) entonces

92

711(0) = 3,

11 9%

1

T92(0) = 25

22 0%

y

J12(0) =0

2. Resolver ejercicios, acerca de lo visto en esta seccion, del capitulo 2 del libro del profesor
Mayorga

3. Resolver ejercicios, acerca de lo visto en esta seccién, de los capitulos 2, 3 y 4 del libro
del profesor Cepeda.
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Parte 1V

Estimacion por intervalo
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5 Aspectos generales

En esta seccién se hara una revision de algunos aspectos generales relacionados con la estima-
cién por intervalo, especificamente en cuanto a conceptos y definiciones iniciales. Adicional-
mente, se presentard la idea general detras del método de la variable pivote.

5.1 Conceptos y definiciones iniciales

Sean Xi,..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con funciéon de densidad fy(z;6),
6 € ©, g(f) una funcién cuyo recorrido es un conjunto de niimeros reales, y las estadisticas
TO =TO(X,,....X,))yT? =T?(X,,.., X,).

Un intervalo aleatorio es un intervalo en el cual al menos uno de sus extremos es una variable
aleatoria.

Sean T y T2 tales que P [T(l) < T(2>] = 1; el intervalo aleatorio (T(l), T(Q)) se denomina
intervalo de confianza del 100(1 — «)% para g(6), si

P[TW <g0) <T?] =1-a

probabilidad que no depende de 6. El valor 1 — & se denomina nivel de confianza, T
se denomina limite de confianza inferior para g(f) y T® se denomina limite de con-
fianza superior para g(f). Una realizacién particular del intervalo de confianza se denomina
estimacién por intervalo del 100(1 — «)% de confianza para g(6).

El intervalo aleatorio (T(U, 00) es un intervalo de confianza unilateral del 100(1 — a)%
para g(0), si
PITW <g@)] =1—a

probabilidad que no depende de §. T} recibe el nombre de limite de confianza inferior
unilateral para g(6).

El intervalo aleatorio (—oo,T'?)) es otro intervalo de confianza unilateral del 100(1—a)%
para g(6), si se tiene que,
Plg) <T@ =1—-a

probabilidad que no depende de 6. T® recibe el nombre de limite de confianza superior
unilateral para g(0).
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Sea (T ), T(2>) un intervalo de confianza para 6; si g(#) es una funcién estrictamente mondétona
con dominio © y recorrido un subconjunto de los niimeros reales, entonces, cuando g(6) es

estrictamente creciente, (g (T(l)) , g (T(2>) ) es un intervalo de confianza para g(6), y, cuando

es estrictamente decreciente, (g (T(2)) , g (T(l)) ) es un intervalo de confianza para g().

Sea A (zq,...,x,) un subconjunto del espacio de observaciones. A (X;,...,X,,) se denomina
region de confianza del 100(1 — a)% para el pardmetro 6, si

PlleA(X,,...X,)]=1—a

probabilidad que no depende de 6.

5.2 Método de la variable pivote

Sea Qx = Q(0,X,,...,X,,) una funcién del pardmetro 6 y de las variables que conforman la
muestra aleatoria X, ..., X,,. @) se denomina variable aleatoria pivote para el parametro
si la distribucién de () no depende de 6.

Ejercicio 5.1. Para una muestra aleatoria de una poblacién Normal de media y = 6 y varianza

o? conocida, determine si,

Q_)_(—H_\/E(X—H)
- o/Vvn o

es una variable pivote para € (es decir, determine la distribucién de la variable aleatoria @), en
donde sera evidente si esta depende o no de 6).

El método de la variable pivote para la construcciéon de intervalos de confianza consiste en:

1. Determinar una variable pivote.
2. Obtener los cuantiles a y b a partir del nivel de confianza dado (1 —«), de tal forma que,

Pla<@Q<b=1—q,

3. Realizar las transformaciones que sean necesarias (por medio de sucesos/eventos aleato-
rios que sean equivalentes), con el objetivo de llegar a la forma,

PTW <g0) <T?] =1—a
concluyendo asi que el intervalo (71, T?)) es un intervalo de confianza del 100(1—a)%

para g(6).

Ejercicio 5.2. Para una muestra aleatoria de una poblacién Normal de media y = 6 y varianza
o? conocida, a partir de una variable pivote, obtenga un intervalo de confianza bilateral del

100(1 — )% para 6.
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@ Solucién

De la solucion del Ejercicio 5.1, sabriamos que ) = @ es una variable pivote y

conoceriamos su respectiva distribucién (la cual no depende de 6). Es asi que para un
1 — « dado, gracias a esa distribucién, podriamos encontrar a y b tales que,

Pla<@Q<b=1-«
Para los a y b que encontremos y transformando la variable pivote @, tenemos que,

Pla<@Q<b=1-a

r -
P [a <+/n o <b|l=1—-«
o
Pl <x-0< bo | 1
i _ Zlo1—a
N v
- ao = bo ]
Pl-X+—<0<-X+—F—|=1—
R el T
= bo - ao |
Pl X——<l<X——|=1—a.
[ Vi val "
Dados los datos de la muestra (z,xs, ..., z,,), una estimacién por intervalo (un inter-

valo de confianza) del 100(1 — «)% de nivel de confianza para 6 seria,
o o
r—(b)— <0< z+(—a)—

(m (>\/ﬁ< <:c+(a)\/ﬁ>

donde a y b son tales que,
Pla<@Q<b=1-«

para () con distribucién conocida que no depende de 6.
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6 Bajo normalidad

En esta seccién se hard una revisiéon de algunos resultados relacionadas con la estimacién por
intervalo (intervalos de confianza) cuando se supone que las muestras aleatorias provienen de
poblaciones con distribucién normal.

En adelante se utilizard la siguiente notacién, tal y como se representa en el siguiente grafico.

Mormal estandar t de Student con v grados de libertad

e

(=]
0 e e s s o e |

Z(a) Lan
Chi-cuadrado con v grados de libertad  F con w1 y v2 grados de libertad

=
3

2
Alar) f (etryrg)
Note la relacién entre la notacién que se suele utilizar para los cuantiles y esta notacién
adicional (mi intencién es tener una pequena variante en la notacién que permita diferenciar
y no confundir una cosa con otra):

—a a)

tl—a,ll - t(aal’)
X%—a,u = X(Qa,v)
flfa,yl,llz = f(a7V17V2)

Adicionalmente, recordemos que:
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SiZi,...,Z, son variables aleatorias normales estandar independientes, entonces
v
E : 2 2
Zi ~ XV
i=1

Si Z es una variable aleatoria normal estdndar, V' es una variable aleatoria chi-cuadrado
con v grados de libertad, y Z y V son independientes, entonces

Si W es una variable aleatoria chi-cuadrado con v; grados de libertad, V' es una variable
aleatoria chi-cuadrado con v, grados de libertad, y W y V son independientes, entonces

W /v,
V /v, Y1v2

Si X ~ N(u,0c?), entonces,

— X y S? son variables aleatorias independientes (naturalmente, X y M@ también

lo son).

_ ) 2
B n 2

> (X —p) )

— ~X3
_ § L,
Zz:l (Xz X) _ nM® . (n — 1)52 2
o? o2 o2 ™ Xn—1

6.1 Media

6.1.1 Varianza conocida

Para una muestra aleatoria de una poblacién Normal de media 4 = 6 y varianza o

2 conocida;

usando el método de la variable pivote, se deduce que,

(r-0()-++0 ()
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es un intervalo de confianza bilateral del 100(1 — )% para 6, donde a y b serian cuantiles
de la distribucién normal estandar tales que ®(b) — ®(a) = 1 — a, siendo ®(.) la funcién de
distribuciéon acumulativa normal estandar (a partir de la realizacién del Ejercicio 5.1 y del
Ejercicio 5.2).

Note que:

e Un estimador puntual de 6 ()_( ) es un punto de referencia para el intervalo (el intervalo
estd definido alrededor de ese punto).

¢ El limite superior estd a una distancia de —a veces la desviacion estandar del mencionado
estimador puntual (desviacién estdndar del estimador puntual = error estédndar del
estimador: SE [X] = SD[X]| = o/y/n) y el limite inferior estd a una distancia de b
veces ese error estandar.

o Si se utiliza & para estimar 6, se tiene un 100(1 — «)% de confianza en que la distancia
entre T y 6 no excederd max{(—a)ﬁ, (b)%}, a veces denominado error maximo
admisible o margen de error.

o Ademds, se tiene un 100(1 — )% de confianza en que el margen de error no excederd
una cantidad dada e, cuando el tamano de muestra es por lo menos de,

Claramente, para calcular el anterior tamano de muestra se requiere un valor para o.
En la practica, usualmente, dicho valor se desconoce por completo y en ese caso la
recomendacion es usar una desviacién estandar estimada proveniente de un estudio previo
o de una muestra piloto o preliminar.

Por otra parte, al tomar diferentes valores para a y b obtenemos infinitos intervalos de con-
fianza del 100(1 — )% para 6. Si se desea el intervalo de confianza de menor longitud posible
entonces,

mip {7~ 70} = min {X + ) (X - <b>0> }

- {97+ O
“uip{ 007} =m0

es decir, minimizar la longitud del intervalo es equivalente a minimizar b — a, con la condicién
o restriccién de que ®(b) — P(a) — 1+ a =0 (y de que a < b).

Derivando la funcién a minimizar con respecto a b, e igualando a cero se tiene que,

da

0
Zb—a)=1— = =
(b—a) b

0
0b ’
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al derivar la restriccién con respecto a b se tiene que,

0 0
%(@(b) —®a)—1+a)= %0
5(b) — 6la) o0 =
da _ o(b)
b ¢(a)
y sustituyendo, 5
1— 5% = 0
o) _
Yo
o) _
ola)
p(b) = ¢(a)

Como la funcién de densidad normal estdndar (¢(.)) es simétrica, los tnicos a y b tales que
a<by ¢b) =¢(a)sonb=—a= Z(aj2) = dHa/2) (P [Z > z(a/Q)] = a/2).

alpha = 0.1; z <- gnorm(l-alpha/2); f.z <- dnorm(z)
curve(dnorm(x), -3, 3, bty="n", ylab = expression(f(x)))
abline(h = f.z, col = "purple")

x <- seq(-z, z, 0.01); y <- dnorm(x)
polygon(c(z,z,-z,-z,x), c(f.2,0,0,f.2,y), col = "purple")

f(x)
00 01 02 03 04

En conclusién, el intervalo de confianza bilateral, de longitud minima, del 100(1 — a))% para
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2

0, bajo el supuesto de que la varianza ¢~ es conocida, es,

_ o — ag
(X BRGNS Z(a/2)\/ﬁ>
Ejercicio 6.1. Para el intervalo de confianza bilateral de longitud minima:

e ;Cudl seria la formula del respectivo margen de error?

e ;Cudl seria la formula para calcular el menor tamano de muestra que se requeriria para
no pasarme de un cierto margen de error dado?

Ejercicio 6.2. (D. Anderson, D. Sweeney, T. Williams, J. Camm - Estadistica para Negocios y
Economia. 11ra Edicién, Cengage Learning (2012). Capitulo 8. Ejercicio 6.) The Wall Street
Journal informé que en 2008 los accidentes automovilisticos le costaron $162 mil millones
a Estados Unidos (The Wall Street Journal, 5 de marzo de 2008). El costo promedio por
persona de los accidentes automovilisticos en el area de Tampa, Florida, fue considerado de
$1599. Suponga que este costo promedio se basé en una muestra de 50 personas que estuvieron
involucradas en dichos percances y que la desviacién estdndar poblacional es $600.

e Proporcione una estimacién mediante un intervalo de confianza de 90% para el costo
promedio por persona de los accidentes automovilisticos en el area de Tampa, Florida.

¢ ;Cudl es el margen de error para un intervalo de 90% de confianza?
e ;Qué recomendaria si el estudio requiriera un margen de error de $50 o menos?

e ;Qué le sucede a la amplitud del intervalo de confianza a medida que el nivel de confianza
aumenta (90%, 95%, 99%)?

e ;Qué le sucede a la amplitud del intervalo de confianza a medida que el tamano de
muestra aumenta (50, 100, 500)?

Ejercicio 6.3. (D. Anderson, D. Sweeney, T. Williams, J. Camm - Estadistica para Negocios
y Economia. 11ra Edicién, Cengage Learning (2012). Capitulo 8. Ejercicio 50.) Se efectiian
pruebas de rendimiento de gasolina con un determinado modelo de automévil. Si se desea
dar un intervalo de confianza de 98% con un margen de error de 1 milla por galén, ;cudntos
automoviles deberan usarse? Suponga que por pruebas anteriores se sabe que la desviacién
estandar del rendimiento es 2.6 millas por galén.

Ejercicio 6.4. Obtener los dos intervalos de confianza unilaterales del 100(1 — «)% para 6,
bajo el supuesto de que la varianza o2 es conocida.
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6.1.2 Varianza desconocida

Ejercicio 6.5. Para una muestra aleatoria de una poblacién Normal de media y = 6 y varianza
0? desconocida, demuestre que,

X—0 n(X-0)
S/yn S

es una variable pivote para 6.

Ejercicio 6.6. A partir de la variable pivote del anterior ejercicio obtenga los respectivos
intervalos de confianza bilateral de longitud minima y unilaterales del 100(1 — «)% para 6.

e ;Cudl serfa la formula para el margen de error asociado al intervalo bilateral de longitud
minima?

e ;Qué problema se presenta al tratar de obtener una férmula para el tamano de muestra
asociado al intervalo bilateral de longitud minima?

Ejercicio 6.7. (R. Walpole, R. Myers, S. Myers, K. Ye - Probabilidad y FEstadistica para
Ingenieria y Ciencias. 9na Edicion, Pearson (2012). Capitulo 9. Ejercicio 11.) Una maquina
produce piezas metalicas de forma cilindrica. Se toma una muestra de las piezas y los didmetros
son 1.01, 0.97, 1.03, 1.04, 0.99, 0.98, 0.99, 1.01 y 1.03 centimetros.

e ;Cudl es la estimacion puntual de la media poblacional?
e ;Cudl es la estimacion puntual de la desviacién estandar poblacional?

e Con 95% de confianza, jcudl es el margen de error para la estimacién de la media
poblacional?

e ;Cudl es el intervalo de confianza de 95% para la media poblacional?

6.2 Varianza

6.2.1 Media conocida

Para una muestra aleatoria de una poblacién Normal de media p y varianza o2 = 6, bajo el
supuesto de que la media u es conocida, sabemos que,

n 2
Zizl (Xz - M) 2
0 ~ X'I”L

es una variable pivote para 6.

Ejercicio 6.8. A partir de la anterior variable pivote obtenga intervalos de confianza bilate-
rales del 100(1 — )% para la varianza o2 y para la desviacién estandar o.
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;,Qué condicion se debe cumplir para que el intervalo de confianza bilateral de la
desviacion estandar sea de longitud minima? jes la misma condicién que se debe
cumplir para que el intervalo de confianza bilateral de la varianza sea de longitud
minima?

Ejercicio 6.9. A partir de la variable pivote dada, obtenga los respectivos intervalos de
confianza unilaterales del 100(1 — «)% para la varianza o2 y para la desviacién estandar o.

6.2.2 Media desconocida

Para una muestra aleatoria de una poblacién Normal de media u y varianza 6, bajo el supuesto
de que la media p es desconocida,

es una variable pivote para 6.

Ejercicio 6.10. A partir de la anterior variable pivote obtenga los respectivos intervalos de
confianza bilateral y unilaterales del 100(1 — «)% para 6.

Ejercicio 6.11. (R. Walpole, R. Myers, S. Myers, K. Ye - Probabilidad y Estadistica para
Ingenieria y Ciencias. 9na Edicion, Pearson (2012). Capitulo 9. Ejercicio 71.) Un fabricante
de baterias para automoévil afirma que sus baterias durardn, en promedio, 3 afnos con una
varianza de 1 ano. Suponga que 5 de estas baterfas tienen duraciones de 1.9, 2.4, 3.0, 3.5 y
4.2 afios y con base en esto construya un intervalo de confianza del 95% para la desviacion
estandar poblacional, después decida si es vilida la afirmacion del fabricante de que dicha
desviacion estandar poblacional es igual a 1. Suponga que la poblacién de duraciones de las
baterias se distribuye de forma aproximadamente normal.

6.3 Diferencia de medias

6.3.1 Muestras pareadas

Cuando las variables aleatorias X, Y representan variables medidas en las mismas unidades y
que cuantifican el mismo aspecto de la unidad estadistica sélo que en circunstancias distintas,
y cuando D; = X, — Y, tiene sentido, la muestra aleatoria (X;,Y;), (X5,Y5),...,(X,,,Y,,) se
denomina muestra pareada o dependiente.
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Sea Dy, ..., D, una muestra aleatoria de una poblacién Normal de media 6 (p1p = px — piy = 6)

y varianza 0%, (0%, = 0% + 0% — 2po x0y ), bajo el supuesto de varianza desconocida,

ViD=6)

n—1
Sp

es una variable pivote para 6.

Ejercicio 6.12. A partir de la anterior variable pivote obtenga los respectivos intervalos de
confianza bilateral y unilaterales, de longitud minima, del 100(1 — a)% para 6.

e ;Cudl seria la formula para el margen de error asociado al intervalo bilateral?

e ;Qué problema se presenta al tratar de obtener una férmula para el tamano de muestra
asociado al intervalo bilateral?

Ejercicio 6.13. (D. Anderson, D. Sweeney, T. Williams, J. Camm - Estadistica para Negocios
y Economia. 11ra Edicién, Cengage Learning (2012). Capitulo 10. Ejercicio 27.) Un fabricante
produce dos modelos de una lijadora automatica, uno de lujo y otro estandar, disefiado para
uso doméstico. Los precios de venta de una muestra de distribuidores minoristas se presentan
a continuacion.

Minorista 1 2 3 4 5 6 7

Lujo 39 39 45 38 40 39 35
Estdandar 27 28 35 30 30 34 29

i, Cudl es el intervalo de 95% de confianza para la diferencia entre la media de los precios de
ambos modelos?

6.3.2 Muestras independientes
6.3.2.1 Varianzas conocidas

Sean X,,..., X, y Y},..., Y, muestras aleatorias independientes de poblaciones con distribu-
cién Normal de medias p1y y py y varianzas conocidas 0% y 0%, respectivamente,

(X—V)—0
N

es una variable pivote para py — p1y = 6.

~ N(0,1)
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Ejercicio 6.14. A partir de la anterior variable pivote obtenga los respectivos intervalos de
confianza bilateral y unilaterales, de longitud minima, del 100(1 — )% para 6.

e ;Cudl seria la formula para el margen de error asociado al intervalo bilateral?

e ;Suponga que n = m y obtenga una férmula para el tamano de muestra n = m asociado
al intervalo bilateral?

Ejercicio 6.15. (D. Anderson, D. Sweeney, T. Williams, J. Camm - Estadistica para Negocios
y Economia. 11ra Edicion, Cengage Learning (2012). Capitulo 10. Ejercicio 5.) Se esperaba
que el Dia de San Valentin el gasto promedio fuera de $100.89 (USA Today, 13 de febrero de
2006). ;Hay diferencia en las cantidades que desembolsan los hombres y las mujeres? El gasto
promedio en una muestra de 40 hombres fue de $135.67 y en una muestra de 30 mujeres fue de
$68.64. Por estudios anteriores se sabe que la desviacién estdndar poblacional en el consumo
de los hombres es $35 y en el de las mujeres es $20.

e ;Cudl es la estimacién puntual de la diferencia entre el gasto medio poblacional de los
hombres y el gasto medio poblacional de las mujeres?

e Con 99% de confianza, jcudl es el margen de error?

« Elabore un intervalo de confianza de 99% para la diferencia entre las dos medias pobla-
cionales.

6.3.2.2 Varianzas desconocidas, suponiendo igualdad

Sean X,,...,X, vy Y,,...,Y,, muestras aleatorias independientes de poblaciones con distri-

bucién Normal de medias gy y py, respectivamente, y varianzas desconocidas pero iguales
2 2

Ox = Oy, B B
(X—Y)—0
1 +m—2»
g l_|_i n+m
p n m

con S, = \/(nﬂ)i%;(in;l)sa, es una variable pivote para py — py = 6.

Ejercicio 6.16. A partir de la anterior variable pivote obtenga los respectivos intervalos de
confianza bilateral y unilaterales, de longitud minima, del 100(1 — a)% para 6.

e ;Cudl seria la formula para el margen de error asociado al intervalo bilateral?
Ejercicio 6.17. (R. Walpole, R. Myers, S. Myers, K. Ye - Probabilidad y Estadistica para Inge-

nieria y Ciencias. 9na Edicion, Pearson (2012). Capitulo 9. Ejercicio 46.) Los siguientes datos
representan el tiempo de duracién de peliculas producidas por dos empresas cinematograficas.
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Empresa

I 103 94 110 87 98
IIr 97 82 123 92 175 88 118

Calcule un intervalo de confianza del 90% para la diferencia entre la duracién promedio de
las peliculas que producen las dos empresas. Suponga que las diferencias en la duracién se
distribuyen de forma aproximadamente normal y que tienen varianzas iguales.

6.3.2.3 Varianzas desconocidas, sin suponer igualdad

Sean Xy,...,X, v Yj,...,Y,, muestras aleatorias independientes de poblaciones con distribu-
cién Normal de medias py y f1y y varianzas desconocidas y distintas 0% y 0%, respectivamen-
te,

(X-V)-0
s sz Y
Vi
2
con v~ %, es una variable pivote para py — py = 6.
e

Ejercicio 6.18. A partir de la anterior variable pivote obtenga los respectivos intervalos de
confianza bilateral y unilaterales, de longitud minima, del 100(1 — a)% para 6.

e ;Cual seria la formula para el margen de error asociado al intervalo bilateral?

Ejercicio 6.19. (R. Walpole, R. Myers, S. Myers, K. Ye - Probabilidad y Estadistica para Inge-
nieria y Ciencias. 9na Edicion, Pearson (2012). Capitulo 9. Ejercicio 46.) Los siguientes datos
representan el tiempo de duracién de peliculas producidas por dos empresas cinematograficas.

Empresa

I 103 94 110 87 98
IIr 97 82 123 92 175 88 118

Calcule un intervalo de confianza del 90% para la diferencia entre la duracién promedio de
las peliculas que producen las dos empresas. Suponga que las diferencias en la duracién se
distribuyen de forma aproximadamente normal y que tienen varianzas distintas.
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6.4 Cociente de varianzas

6.4.1 Muestras independientes
6.4.1.1 Medias conocidas

Para X, ..., X, y Y}, ..., Y,, muestras aleatorias independientes de poblaciones con distribucién
Normal de medias conocidas yy y py y varianzas 0% y 0%, respectivamente,
0~ F

ST (Y = py)’ m
S (X ) "

es una variable pivote para 0% /0% = (0x/ ay)2 =4.

Ejercicio 6.20. A partir de la anterior variable pivote obtenga un intervalo de confianza
bilateral del 100(1 — «)% para el cociente de varianzas 6.
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@ Solucién Ejercicio 6.20

Transformando la correspondiente variable pivote tenemos que,

S (Y~ py)? /m
S (X py) /n
F' s (x.— 0% /0 S X — N ]

Pla< f0<bl =1—«




Ejercicio 6.21. A partir de la variable pivote dada, obtenga los respectivos intervalos de
confianza unilaterales de 100(1 — )% para el cociente de varianzas 6.

6.4.1.2 Medias desconocidas

Sean X,,..., X, y Y;,...,Y,, muestras aleatorias independientes de poblaciones con distribu-
ci6n Normal de medias desconocidas py y py y varianzas 0% y 0%, respectivamente.

m _.2
"y, — Y _1 >
L VimY) fm=b), S, . -

St -X) -1 Sk

es una variable pivote para 0%/0’% = (UX/UY)2 =4.

Ejercicio 6.22. A partir de la anterior variable pivote obtenga los respectivos intervalos de
confianza bilateral y unilaterales del 100(1 — «)% para el cociente de varianzas 0% /0%

o ;Cuéles serfan los intervalos de confianza bilateral y unilaterales del 100(1 — )% para
el cociente de desviaciones estandar oy /oy?

Ejercicio 6.23. (R. Walpole, R. Myers, S. Myers, K. Ye - Probabilidad y Estadistica para
Ingenieria y Ciencias. 9na Edicion, Pearson (2012). Capitulo 9. Ejercicio 79.) Construya un
intervalo de confianza del 90% para o, /04 en el Ejercicio 6.19.

e ;De acuerdo al intervalo de confianza resultante, al construir un intervalo de confianza
para la diferencia de medias, lo correcto serfa suponer que las varianzas / desviaciones
estandar poblacionales son iguales o que no lo son?
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{ Bajo otras distribuciones

En esta seccién se hard una revisiéon de algunos resultados relacionadas con la estimacién por
intervalo, para muestras aleatorias provenientes de una poblacién, para la cual se supone una
cierta distribucién dada, diferente a la distribucién normal.

En términos generales, para aplicar el método de la variable pivote, se necesita una variable que
sea funcién de la muestra y del pardmetro, en donde se pueda despejar g(6), y cuya distribucién
debe permitir la obtencién de los cuantiles necesarios (obviamente dicha distribucién no puede
depender de 0).

7.1 Distribucion asintética (opcion 1)

Bajo un caso regular de estimacién (condiciones de regularidad), si el estimador 7" es insesgado
para g(f) y tiene una varianza que coincide con la cota de Cramer - Rao, entonces se tiene

que,
2 (0 2
T W (gw),(fjj‘j((e)))) |

donde I(0) es la informacién de Fisher y n es el tamano de muestra. Lo que quiere decir que
para un tamafno de muestra suficientemente grande,

T —g(0) N
~ (07 1)
15580 \/ 577

es una variable pivote asintética / aproximada para g(6).
Ejercicio 7.1. A partir de la anterior variable pivote asintética y la muestra de una poblacién

con X ~ Ezp(f) (f(:n,@) = le o I(O’OO)CU)), obtenga un intervalo de confianza asintético /
aproximado bilateral del 100(1 — «)% para 6.
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@ Solucién Ejercicio 7.1
Para X se tiene que E[X] = 0, Var[X] = 0>y I(0) =
tiene que F [)_( ] = 0 (insesgado) y Var [)_( ] = % = n.71(9) (cota de Cramer - Rao para
0).
Transformando la correspondiente variable pivote asintotica se tiene que,

9%. Por otra parte, para X se

P a<w<b —1—a
1(0)
X—0 ]
Pa<\/ﬁ(9 ><b =1—«

P[a<\/ﬁ(§—l><b =1—«
1 X 1
Plo—=< > —1<b—|=1—
[a\/ﬁ<9 < \/ﬁ «

1 X 1]
P[1+a<X<1—|—b =1l—«

vn 0 vn

P[\/ﬁ+_a<1<\/ﬁ+_b =1—«
vnX 0 VnX |
P[‘/EX << vnX =1—«

Vn+b Vn+a|

y si por facilidad tomamos b = —a = z(,,), entonces,

VIt 202 V= Z(a2)

== X)
Z(/2) ? 2

es un intervalo de confianza bilateral del 100(1 — «)% para 6.

Por lo tanto,

Con el objetivo de facilitar las transformaciones requeridas para llegar al intervalo de confianza,
y teniendo en cuenta que T" — g(#) cuando n — oo, cada g(f) en el denominador podria ser
reemplazado por el estimador 7' (o de manera equivalente cada 6 puede ser reemplazado por
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g }(T)). Es decir, para un tamafio de muestra suficientemente grande, si

W= [];gwﬂ,/@]

T —g(0)
W

también es una variable pivote asint6tica / aproximada para g(6). Transformando dicha varia-
ble pivote asintética,

g(0)=T o =g~ 1(T)

entonces

~ N(0,1)

PlaW <T—g0) <bW]=1—«
Pl-T+aW < —g(0) < -T+bW]=1—«
PT—oW<gll) <T+(—a)W|=1—«

de donde se tiene que,
(T —WW, T+ (—a)W)

W= [’é?egw)‘ \ njl(e))]

es un intervalo de confianza asintético / aproximado bilateral del 100(1 — )% para g(6), y de
longitud minima cuando b = —a = z, /5, (de longitud minima para g(f)).

con

g(0)=T o =g~ (T)

Ejercicio 7.2. A partir del anterior resultado, obtenga los respectivos intervalos de confianza
bilateral y unilaterales del 100(1 — «)% para 6 (f(:z, 0) =ge o 1(0700)(@).
e ;Cudl seria la formula para el margen de error asociado al intervalo de confianza bilateral?

e ;Cudl seria la formula para el tamano de muestra asociado al intervalo de confianza
bilateral?

Ejercicio 7.3. Usando cada una de las dos variables pivote asintéticas / aproximadas para 6,
obtener los intervalos de confianza aproximados bilateral y unilaterales del 100(1 — «)% para
0, asociados a una muestra aleatoria de una poblacién con,

o X ~ Weibull(9, k conocido) es decir f(z,0) = % (%)m1 exp (— (%)k) Lig,00)(2), ademas
tenga en cuenta que si X ~ Weibull(6, k) entonces E[X"] = §"T (1+ %) y por ende
E[T)=E[LY"  XF] =0%=g(0).
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e X ~ Pareto(k conocido, ) es decir f(x,0) = Q%2 (@+D L,00)(7), ademés tenga en
cuenta que si X ~ Pareto(k,6) entonces log (%) ~ Exp(1/0) y por ende E[T] =
B3 S 108 ()] = 5 = 9(0).

e X ~ Pois(A=10).

o X ~ Bern(p ) (intervalos de confianza para la proporcion).

En cada uno de los anteriores casos, obtenga las férmulas correspondientes al margen de error
y al tamafio de muestra de los respectivos intervalos bilaterales.

Ejercicio 7.4. (D. Anderson, D. Sweeney, T. Williams, J. Camm - Estadistica para Negocios
y Economia. 11ra Edicién, Cengage Learning (2012). Capitulo 8. Ejercicio 54.) En un estudio
de USA Today/CNN/Gallup realizado con 369 padres que trabajan, se encontr6 que 200
consideran que pasan muy poco tiempo con sus hijos debido a sus compromisos laborales.

¢ Proporcione una estimacion puntual de la proporciéon poblacional de padres que trabajan
y piensan que pasan muy poco tiempo con sus hijos debido a sus compromisos laborales.

e ;Cudl es el error estandar de la estimacion puntual anterior?
¢ ;Cudl es el margen de error para 95% de confianza?

e ;Cudl es el intervalo de confianza de 95% para la proporcién poblacional de padres que
trabajan y piensan que pasan muy poco tiempo con sus hijos debido a sus compromisos
ocupacionales?

Ejercicio 7.5. (D. Anderson, D. Sweeney, T. Williams, J. Camm - Estadistica para Negocios
y Economia. 11ra Edicién, Cengage Learning (2012). Capitulo 8. Ejercicio 58.) Una firma de
tarjetas de crédito de un conocido banco desea estimar la proporciéon de tarjetahabientes que
al final del mes tienen un saldo distinto de cero que ocasiona cargos. Suponga que el margen
de error deseado es 0.03 con 98% de confianza.

e ;De qué tamano deberd tomarse la muestra si se cree que 70% de los tarjetahabientes de
la firma tienen un saldo distinto de cero al final del mes?

e ;De qué tamano deberd tomarse la muestra si no se puede especificar ningin valor pla-
neado para la proporcion?

Ejercicio 7.6. (Intervalos de confianza para la diferencia de proporciones de dos poblaciones

independientes) Para X, ..., X,, y Y7,..., Y, muestras aleatorias independientes de poblaciones
con distribucién Bernoulli de pardmetros (proporciones) py y py, respectivamente,
Py—P,)—0
. ( X Y>A — ~ N(0,1)
\/Px(lfPX) Py (1-Py)
n + m

es una variable pivote para 0 = pyx — py-.
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e A partir de la anterior variable pivote obtenga los respectivos intervalos de confianza
bilateral y unilaterales, de longitud minima, del 100(1 — «)% para 6.

e ;Cudl seria la formula para el margen de error asociado al intervalo bilateral?

Ejercicio 7.7. (D. Anderson, D. Sweeney, T. Williams, J. Camm - Estadistica para Negocios
y Economia. 11ra Edicion, Cengage Learning (2012). Capitulo 10. Ejercicio 30.) En una
encuesta de BusinessWeek/Harris se pidié a los ejecutivos de empresas grandes su opinién
acerca de cémo velan las perspectivas econdmicas para el futuro. Una de las preguntas era:
;Piensa usted que en los préximos 12 meses aumentard en su empresa el nimero de empleados
de tiempo completo? En la encuesta actual, 220 de 400 ejecutivos respondieron Si, mientras
que en la realizada el afio anterior, 192 de 400 respondieron en el mismo sentido.

e Calcule la proporciéon muestral de los que respondieron Si en la encuesta actual y la
proporcién de los que respondieron Si en la encuesta anterior.

e ;Cual es la estimacién puntual de la diferencia entre las proporciones de las dos po-
blaciones? ;Qué indica tal estimacion? ;Cudl es el error estindar de dicha estimacion
puntual?

« Encuentre un intervalo de 95% de confianza para estimar la diferencia entre las propor-
ciones en estas dos encuestas. ;Cudl es su interpretacion de la estimacién por intervalo?

7.2 Parametro localizacion o escala (opcion 2)

El rol del parametro puede ayudar a identificar la variable pivote junto con su respectiva
distribucién.

Sea {fx(z,0)|0 € ©® C R*} una familia de densidades. El componente 6; de 6 se denomina
componente o parametro de localizacion, si y sélo si la distribucién de

X—0;, o X+0,
no depende de 0.

Sea {fy(z,0)|0 € © CR"} una familia de densidades. El componente 6; de 6 se denomina

componente o parametro de escala, si y sélo si la distribucién de
X

J
no depende de 6.

De lo anterior, si 6 es un parametro de localizacién, entonces

n n

YXi=0) o D (X,+0)

=1 =1
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es una variable pivote para 6, y si € es un parametro de escala, entonces

;HXZ» 0 27

i—1
es una variable pivote para 6.

Ademas, si 6, es un pardmetro de localizacién y si TM es un estimador méximo verosimil de
0,, entonces
T -9, o TW 40,

es una variable pivote para 6, ; si 6, es un pardmetro de escala y si T?) es un estimador maximo
verosimil de 6,, entonces
T(2)
0,7 o —
0y

es una variable pivote para 0,; y
T — 6,
T(2)
es una variable pivote para 6;, si esta no depende de los demdas componentes de €, o si éstos
son considerados conocidos.

Ejercicio 7.8. A partir de los resultados anteriormente expuestos, dada una muestra de una
poblacién con X ~ U(0, ), obtenga un intervalo de confianza bilateral del 100(1 — )% para
6.
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Ejercicio 7.9. A partir de los resultados expuestos en esta seccién, obtener una variable
pivote y los respectivos intervalos de confianza bilateral y unilaterales del 100(1 — )% para 6,
asociados a una muestra aleatoria de una poblacién con:

e X ~ Pareto(f, k conocido) es decir f(z,6) = k@Fz—(F+1) Lig 00y (@)-
o X ~ Exzp(0) es decir f(z,0) = e 0 L,00)(T)-

)kfl

e X ~ Weibull(8, k conocido) es decir f(z,0) = & ()" " exp (f (g)k) 0,00 (2)-

Ejercicio 7.10. Para todas las distribuciones que conoce, incluidas todas las mencionadas en
el curso, identificar qué parametros son de localizacién, qué parametros son de escala y qué
pardmetros no son ni de localizacién ni de escala (por ejemplo, el pardmetro A de la distribucién
Poisson).

7.3 Probability Inverse Transform (opcion 3)

Sea X, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacién con funcién de distribucién acumulativa
continua F y(z,0). Se tiene que,

y también que,
Por lo tanto,
Fy (U

(2

) = F171 (Fx(X;,0) =Y, ~ Y

Fyl(1-U;) =Fy' 1 —Fx(X;,0)) =Y, ~ Y

para una distribucién ¥ con funcién de distribucién acumulativa continua Fy (x), que no de-
. . n ’ . .
pende de . Lo que quiere decir que ) ., Y; serfa una variable pivote para 6.

La distribucién exponencial seria una muy buena eleccién para las Y, ya que si se toma,
Fy(z)=1—¢€"7",

entonces,
Fyt(u) = —log(1 —u),
Es decir que,

—log(1—U) ~ Exp(1)

—log(U) ~ Bap(1),
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Por lo tanto,

n n

Z —log(1-U;) =— Zlog (1-Fx(X,,0)) ~ Gamma(n,1)
=1 i=1

n

Z —log(U;) = — Zlog (Fx(X;,0)) ~ Gamma(n, 1)

=1 =1
Lo que quiere decir que — Z:.L:l log(1—-Fx(X,,0)y — Z?;l log (F (X, #0)) son variables pi-
vote para 6.

Teniendo en cuenta que 2Y ~ Ezp(2) y Gamma(v/2,2) = x?2, se tiene que,

2 10g (FX (sz 0)) ~ Gamma(”? 2) = X%n

n
=1

()

— Z 2log (1 — Fy(X,,0)) ~ Gamma(n,2) = x3,
=1

son otras variables pivote para 6.

Es decir que para toda distribucién continua, asociada a la muestra X, ..., X, , existen dos
variables pivote con distribucién chi-cuadrado (distribucién para la que se tienen tablas es-
tadisticas). De lo cual concluimos que, si la distribucién de la poblacién tiene asociada una
inversa explicita, con respecto a 6, de su funcién de distribucién acumulativa continua (para
poder “despejar” ), entonces es relativamente facil obtener un intervalo de confianza a partir

de una de dichas variables pivote.

Ejercicio 7.11. A partir de la anterior variable pivote y de la muestra de una poblacién
con X ~ Ezxp(0) (f(:z:,@) = %6_%1(0700)(33)), obtenga un intervalo de confianza bilateral del
100(1 — )% para 6.
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@ Solucién Ejercicio 7.11

En este caso,

—iZlog(l—FX(Xme» = —Xn;%g (1— (“eXp (‘i)))

=1 %

Il
b
g

Transformando esa variable pivote (“despejando” ) tenemos que,

onX ]
P[a<T;<b =1l—«

16 1
[—<—_<f =1l—-a

b 2nX al

2nX 2n.X |
P|BE <0< X —1-a

Por lo tanto,

2nX 2nX
b’ a
es un intervalo de confianza bilateral del 100(1—«)% para 6, donde a y b son cuantiles
tales que F. 3 (b)—F,z2 (a) =1—a,yF; (.)esla funcién de distribucién acumulativa
chi-cuadrado con 2n grados de libertad. La condicién de longitud minima es b2fxg (b)—
azfxgn (a) = 0 (es necesario resolver numéricamente). Si se toma a = X(21—a Joom) Y

b= X(Qa /2,2n)> €tONCES el intervalo de confianza queda asi,
onX onX
X(Qa/2,2n), X%lfoa/272n)

Ejercicio 7.12. A partir de lo anterior, obtener una variable pivote y los respectivos intervalos
de confianza bilateral y unilaterales del 100(1 — )% para 6, asociados a una muestra aleatoria
de una poblacién con:
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o X ~U(0,0).
o X ~ Pareto(f, k conocido), es decir f(z,0) = kfFz—(k+1) Lig,00) ().

Ejercicio 7.13. Para una muestra aleatoria de una poblacién con X ~ Bern(6), leer acerca
de otros intervalos de confianza para 6 que hayan sido propuestos (intervalos de confianza para
la proporcion). Por ejemplo, ver Wikipedia: Binomial proportion confidence interval.

Ejercicio 7.14. Para una muestra aleatoria de una poblacién con X ~ Pois(6), leer acerca
de otros intervalos de confianza para 6 que hayan sido propuestos. Por ejemplo, ver Patil V.V.,
Kulkarni H.V. (2012) Comparison of confidence intervals for the Poisson mean: some new
aspects. REVSTAT — Statistical Journal. Volume 10, Number 2, June 2012, 211-227.
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Parte V

Juzgamiento de hipotesis
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8 Aspectos generales

En esta seccion se hard una revisién de algunos aspectos generales relacionados con el juzga-
miento (la prueba) de hipétesis, especificamente en cuanto a conceptos y definiciones inicia-
les.

8.1 Conceptos y definiciones iniciales

Una hipétesis estadistica es una aseveracién o conjetura acerca de la distribucién de una po-
blacién, afirmacién que generalmente queda determinada por la pertenencia de los parametros
a un subconjunto dado del espacio de parametros.

FEl juzgamiento de una hipdtesis estadistica es un proceso que culmina con una decisién
de rechazar o no rechazar una hipdtesis, con base en la informacién de una muestra aleatoria
Xi, .., X,, (de una poblacién con funcién de densidad fy (z, ), es decir, el modelo probabilistico
que se ha asumido para la poblacion).

8.1.1 Hipotesis

La hipétesis sobre la cual se estructura el proceso de juzgamiento se denomina hipétesis nula,

se denota H|, y se enuncia como,
HO : 9 S @0 C @

La hipotesis elegida como contraste a la hipdtesis nula se denomina hipétesis alterna, se
denota H, (o H,) y se enuncia como,

H :0€0,CO,
donde ©,N 6, = 0.

La diada de hipétesis nula y alterna constituye el sistema de hipdtesis del proceso de
juzgamiento de la hipodtesis nula, sistema que se enuncia como,

H,:0¢c Oyfrente al, : 0 € ©
Una hipdtesis se denomina hipdtesis simple si con dicha aseveracion queda plenamente

especificada la distribucién de la poblaciéon. En caso contrario se denomina hipdtesis com-
puesta.
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8.1.2 Test y regién critica

El proceso de juzgamiento de la hipétesis nula conlleva un procedimiento, regla o norma,
denominado test, que permite tomar la decisiéon a que haya lugar.

El test utilizado dentro del proceso de juzgamiento de la hipdtesis nula H), tiene vinculado
un subconjunto del espacio de las observaciones. Este subconjunto denotado por C_ queda
establecido por su respectivo test asi:

7: Rechazar Hj si (24,...,2,) € C.

El conjunto C, se denomina regién critica o regién de rechazo del test (para juzgar H,)
y el test asi definido se denomina test no aleatorizado. El conjunto C¢, complemento del

conjunto C_, recibe el nombre de regién de aceptacién del test (para juzgar a H).

Ejemplo 8.1. (D. Anderson, D. Sweeney, T. Williams, J. Camm - Estadistica para Negocios
y Economia. 11ra Edicion, Cengage Learning (2012). Capitulo 9. Ejercicio 60.) En una linea
de produccion, el peso promedio con que se llena cada recipiente es 16 onzas. Un llenado
insuficiente ocasiona problemas serios y, cuando es detectado, es necesario que el operador
detenga la linea de produccién para reajustar el mecanismo de llenado. Con base en datos
anteriores, se supone que la desviacién estandar poblacional es 0.8 onzas. Cada hora, un
inspector de control de calidad toma una muestra de 30 recipientes y decide si es necesario
detener la produccién y hacer un reajuste.

Se idealiza el llenado como una variable aleatoria y se adopta un modelo probabilistico para
que determine su comportamiento. Por ejemplo, se puede suponer que el peso promedio con
que se llena cada recipiente es una variable aleatoria normal con media @ y varianza conocida
0.82.

La hipétesis H, : 6 = 16 indica que el llenado estd centrado en 16 onzas como se requiere.
Ademas, claramente esta es una hipdtesis simple. La afirmacién de que el llenado es insuficiente
se podria representar con la siguiente hipotesis compuesta H : 0 < 16. Estas dos afirmaciones
se podrian utilizar dentro del siguiente sistema de hipétesis:

H, : 0 = 16frente aH, : 6 < 16
el cual representa la situacion descrita.

Supongamos que un “experto” propone el siguiente test para el juzgamiento de H|, dentro del
anterior sistema de hipotesis.

7 : Rechazar H, si x < 15.5

Lo que quiere decir que, segiin el “experto”; se debe detener la produccion si el promedio de
la muestra que toma el inspector es menor a 15.5. Naturalmente, la produccién no se detiene
en caso contrario.

La region critica asociada al anterior test seria,

C.=A{(zy,...,z,) : T < 15.5}
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8.1.3 Errores

Suponga que estd en un juicio. Bajo la idea de que un acusado es inocente hasta que se
demuestre lo contrario (el jurado debe encontrarlo culpable “més alld de la duda razonable”)
entonces esta situacién se puede representar con el siguiente sistema de hipétesis:

H, : El acusado es inocente
frente a

H, : El acusado es culpable

La evidencia (la informacién en la muestra) tiene que ser suficiente para condenar al acusa-
do (rechazar H;). En caso contrario, se dice que no hay suficiente evidencia para declararlo
culpable (no se rechaza H,, a partir de lo observado en la muestra).

El jurado puede tomar una decisién ajustada al sistema legal y a las evidencias, y ain asi
podria no coincidir con la realidad de los hechos ocurridos, hechos que el jurado no tiene
forma de conocer mas alla que por medio de la evidencia que se le presenta. Es decir, siguiendo
Unicamente la evidencia, el jurado podria declarar inocente a alguien que en realidad es culpable
y viceversa. Asi mismo, en el juzgamiento de hipdtesis estadisticas se puede errar, rechazando
la hipdtesis nula cuando, sin saberlo, en realidad es verdadera o no rechazandola cuando, sin
saberlo, en realidad es falsa.

Dentro del proceso de juzgamiento de la hipétesis nula, se denomina error de tipo I a la
decisién de rechazar H,), siendo verdadera la hipdtesis; asimismo, se designa como error de
tipo II a la decisién de no rechazar la hipdtesis nula siendo ella falsa.

Rechazar H,, No rechazar H,
H es cierta Error de tipo I Sin Error
H, es falsa  Sin Error Error de tipo II
Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacién con funcién de densidad fy (z,0) y sea

ademds 7 un test no aleatorizado para el juzgamiento de la hipotesis nula H, : 8 € © definido
€omo
7 : Rechazar Hj si (zq,...,2,) € C.

La funcién

)1 osix=(xy,...,7,) €C,
c'DT<X)_{O sixeCY

se denomina funcién critica del test no aleatorizado 7.

El tamano del test 7, el nivel del test 7, el tamano de la regién critica C o la
probabilidad de error de tipo I se refieren a lo mismo y suelen denotarse por «, el cual
estd definido como,

= P X:1.
o = max o [0, (X) = 1]
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La probabilidad de error tipo II se suele denotar (5.

Ejercicio 8.1. Sea X,...,X,, una muestra aleatoria de tamano 10 de una poblacién con
distribuciéon Bernoulli de pardmetro 6. Para juzgar la hipdtesis nula H, : < 0.75 dentro del

sistema, de hipdtesis,
H,:0<0.75

frente a

H,:0>0.75

se propone el test,
10

7 : Rechazar H si Zl‘l >9

i=1

me— 10

xz>0.9
p>0.9

Calcular la probabilidad de error del tipo I (nivel del test).

@ Solucién

Teniendo en cuenta que 221 x; ~ Bin(10, 6) entonces,
Z X; > 9]

10 10
= 6°(1 —0)* 6*°(1 —6)°
(9)< >+(10) 1-0)
=106 — 10610 + 910

= 1067 — 96"

Pylp (X)=1] =

o=, max o [0, (X) = 1]

= max {106 —96'°}
6€(0,0.75)

=10(0.75)° — 9(0.75)10
255879

1048576
~ 0.2440
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Ejercicio 8.2. Retomando el Ejemplo 8.1 calcule el error de tipo I () y de tipo II (3) para
cada uno de los siguientes test y para varios valores de 6:

(D. Anderson, D. Sweeney, T. Williams, J. Camm - Estadistica para Negocios y Economia.
11ra Edicion, Cengage Learning (2012). Capitulo 9. Ejercicio 60.) En una linea de produccion,
el peso promedio con que se llena cada recipiente es 16 onzas. Un llenado insuficiente ocasiona
problemas serios y, cuando es detectado, es necesario que el operador detenga la linea de
produccién para reajustar el mecanismo de llenado. Con base en datos anteriores, se supone
que la desviacion estandar poblacional es 0.8 onzas. Cada hora, un inspector de control de
calidad toma una muestra de 30 recipientes y decide si es necesario detener la producciéon y
hacer un reajuste.

El sistema de hipétesis es,
H, : 0 = 16frente aH, : 0 < 16

y supongamos los siguientes tests,
7, + Rechazar H si z < 15.81

Ty + Rechazar H si x < 15.77
73 ¢ Rechazar H si x < 15.64
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@ Solucién

La probabilidad de error tipo I para el primer test 7, seria (usando las tablas estadis-
ticas),
o= Py [‘PTI(X) = 1]
= Py_y6 [X < 15.81]

15.81 — 16
V30
~ P[Z < —1.30]
~ 0.0968

De la misma forma, se obtendria a = 0.0582 y a = 0.0069 para los test 7, y 73,
respectivamente. Los tres test tendrian un tamano o nivel inferior a 0.1.

n <- 30 # Tamaflo de la muestra

sigma <- 0.8 # Desviacién estandar poblacional

theta_0 <- 16 # Hipdtesis nula simple

bar.x.tau <- c(15.81, 15.77, 15.64) # medias muestrales de los tests
# P[ \bar{X} < bar.x.tau | theta = theta_0O ] y varianza conocida
alpha <- pnorm(bar.x.tau, mean = theta_0, sd = sigma/sqrt(n))

names (alpha) <- pasteO("alpha.tau_", 1:3)

print (round(alpha, 6))

alpha.tau_1 alpha.tau_2 alpha.tau_3
0.096656 0.057663 0.006855

La probabilidad de error tipo II para el primer test 7, por ejemplo con § = 15.9, seria,

B=Py_159 X >1581]
. 1581—-159]

-1 L" = 0.8 J
30

~ P[Z > —0.62]
~1— 0.286
~ 0.7324

theta.f <- c(15.3, 15.5, 15.7, 15.9) # Algunos valores con H_O falsa

i <- length(theta.f)

# P[ \bar{X} > bar.x.tau | theta = theta.f ] y varianza conocida

beta <- 1 - pnorm(rep(bar.x.tau, each = i), mean = theta.f, sd = sigma/sqrt(n))



En los anteriores ejercicios, los test fueron dados, y a partir de ellos, calculamos las
probabilidades de errores tipo I y II. En particular, calculamos el nivel del test (a)
(probabilidad de error tipo I).

;.Sera que es posible partir de un nivel de test o dado y mediante el “proceso inverso”
obtener o construir un test?

Ejercicio 8.3. Para cada uno de los pardmetros 0 y las distribuciones fy (x; 0) de la poblacién
de donde provienen las muestras que se trabajaron en el capitulo anterior (Estimacién por
intervalo), realice la deduccién analitica completa que permita obtener un test, determinado
por un estadistico de prueba y un(os) valor(es) critico(s), para juzgar cada uno de los siguientes
tres sistemas de hipodtesis,

(i).

H,:0=20,
frente a
H,:0>0,,
(ii).
H,:0=90,
frente a
H,:0<80,,
(iii).
H,:0=20,
frente a
H,:0#0,.

8.1.4 Valor p o p-valor
Expresado de forma sencilla, un p-valor es la probabilidad, bajo un modelo esta-

distico especificado, de que un estadistico que sintetiza alguna caracteristica de los
datos sea igual o més extremo que su valor observado.

Lea acerca de la declaracién de la ASA sobre la significancia estadistica y los p-valores
(por ejemplo en: https://soce.iec.cat/wp-content/uploads/2016/04/efbal672{6161e
2bbedcbact6a6f8d45.pdf)
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8.1.5 Relacién entre pruebas de hipotesis e intervalos de confianza

; Existe una relacién entre las pruebas de hipdtesis y los intervalos de confianza?

@ Una prueba de hipétesis a dos colas (H, : @ # 6,) con un nivel de significancia o es
equivalente a calcular un intervalo de confianza bilateral del 100(1 — «)% para 6 y
rechazar H, si 0, estd por fuera del intervalo.

1 En general, la regién de “no rechazo” es equivalente a (es la transformacién de) un
intervalo de confianza del parametro de interés.

8.2 Ejercicios

Para cada uno de los siguientes ejercicios: plantee el juzgamiento de hipétesis respectivo, y a
partir de una variable pivote que corresponda a la situacién dada, responda a lo solicitado.

Ejercicio 8.4.

La camara de comercio de una comunidad de la costa del Golfo en Florida anuncia
en su publicidad que hay disponibilidad de propiedades en el area residencial a
un costo medio de $125000 o menos por lote. Suponga que en una muestra de
32 propiedades se encuentra una media muestral de $130000 por terreno y una
desviacion estandar muestral es $12500. Use 0.05 como nivel de significancia para
probar la validez de lo que se dice en la publicidad.

Anderson, Sweeney, Williams & Camm (2016). Estadistica para Negocios y Econo-
mia. (12a. ed.) Cengage Learning. Capitulo 9. Ejercicio 66.

Ejercicio 8.5.

Una estacion de radio de Myrtle Beach anuncia que, por lo menos, 90% de los
hoteles y moteles estaran llenos el fin de semana en que se conmemora el Dia de
los Caidos. La radiodifusora aconseja a sus oyentes hacer sus reservaciones con
anticipacién si piensan pasar ese fin de semana en esa localidad vacacional. La
noche del sdbado, una muestra de 58 hoteles y moteles, indic6 que 49 estaban
completamente llenos y 9 atn tenian habitaciones libres. ; Cuél es su reaccién ante
lo anunciado por la estacién de radio después de ver la evidencia muestral? Use
a = 0.05 al realizar el estadistico de prueba. ;Cual es el valor-p?
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Anderson, Sweeney, Williams & Camm (2016). Estadistica para Negocios y Econo-
mia. (12a. ed.) Cengage Learning. Capitulo 9. Ejercicio 72.

Ejercicio 8.6.

En una muestra de 9 dias de los ultimos seis meses se encontré que un dentista
habia tratado a los siguientes nimeros de pacientes: 22, 25, 20, 18, 15, 22, 24, 19
y 26. Si el nimero de sujetos atendidos por dia tiene una distribucién normal, jun
andlisis de estos datos muestrales permitiria rechazar la hipotesis de que la varianza
de la cantidad de pacientes atendidos por dia es 107 Use un nivel de significancia
de 0.10. ;Cuél es su conclusion?

Anderson, Sweeney, Williams & Camm (2016). Estadistica para Negocios y Econo-
mia. (12a. ed.) Cengage Learning. Capitulo 11. Ejercicio 29.

Ejercicio 8.7.

En los ultimos afios prolifera una cantidad cada vez mayor de opciones de entre-
tenimiento que compiten por el tiempo de los consumidores. En 2004 la television
por cable y la radio superaron a la televisién abierta, la musica grabada y los pe-
riédicos, convirtiéndose en los medios de entretenimiento méas usados (The Wall
Street Journal, 26 de enero de 2004). Con una muestra de 15 individuos, los inves-
tigadores obtienen los datos de las horas por semana que destinan a ver television
por cable y de las horas por semana en que escuchan la radio.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

TV 22 8§ 26 22 12 26 22 19 21 23 14 14 14 16
Radio 25 10 29 19 13 28 23 21 21 23 15 18 17 15

Use como nivel de significancia 0.05 y haga una prueba para la diferencia entre las
medias poblacionales de la cantidad de horas destinadas a la televisién por cable y
la cantidad de horas destinadas a la radio. ;Cual es el valor-p?

Anderson, Sweeney, Williams & Camm (2016). Estadistica para Negocios y Econo-
mia. (12a. ed.) Cengage Learning. Capitulo 10. Ejercicio 25.

Ejercicio 8.8.

Con cierta periodicidad, Merrill Lynch solicita a sus clientes evaluaciones sobre
los consultores y los servicios financieros que les proporciona. Las puntuaciones
mas altas en la encuesta de satisfaccion del cliente indican mejor servicio con 7
como la puntuacién mads alta. A continuacién se presentan en forma resumida
las puntuaciones otorgadas a dos consultores financieros por los miembros de dos
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muestras aleatorias independientes. El consultor A tiene 10 anos de experiencia,
mientras que el consultor B tiene sélo 1 ano. Use « = 0.05 y realice una prueba
para determinar si el consultor con mas experiencia tiene la media poblacional mas
alta en la evaluacion del servicio.

Consultor n T s

A 16 6.82 0.64
B 10 6.25 0.75

Suponga varianzas iguales y repita suponiendo varianzas diferentes.

Anderson, Sweeney, Williams & Camm (2016). Estadistica para Negocios y Econo-
mia. (12a. ed.) Cengage Learning. Capitulo 10. Ejercicio 17.

Ejercicio 8.9.

En un estudio de la Asociacién Estadounidense de Automovilistas (AAA, por sus
siglas en inglés) se investigd si era mas probable que conductores de género mascu-
lino o femenino se detuvieran para solicitar indicaciones sobre cémo llegar a una
direccion (AAA, enero de 2006). Se preguntaba a los conductores: “Si usted y su
coényuge van en su automovil y se pierden, jse detiene para preguntar por el domici-
lio que busca?” En una muestra representativa se encontré que 300 de 811 mujeres
dijeron que si se detenian para preguntar, mientras que 255 de 750 hombres dijeron
que también lo hacian. La hipétesis de investigacion de AAA afirmaba que era mas
probable que las mujeres se detuvieran para preguntar por el domicilio. Pruebe la
hipétesis usando o = 0.05.

Anderson, Sweeney, Williams & Camm (2016). Estadistica para Negocios y Econo-
mia. (12a. ed.) Cengage Learning. Capitulo 10. Ejercicio 32.

Ejercicio 8.10.

El Amstat News (diciembre de 2004) lista los sueldos medios de profesores asocia-
dos de estadistica en instituciones de investigacién, en escuelas de humanidades y
en otras instituciones en Estados Unidos. Suponga que una muestra de 200 profeso-
res asociados de instituciones de investigacién tiene un sueldo promedio de $70750
anuales con una desviacién estdndar de $6000. Suponga también que una muestra
de 200 profesores asociados de otros tipos de instituciones tienen un sueldo prome-
dio de $65200 con una desviacién estdndar de $5000. Pruebe la hipétesis de que
el sueldo medio de profesores asocia dos de instituciones de investigacién es $2000
mas alto que el de los profesores de otras instituciones. Utilice un nivel de signifi-
cancia de 0.01. Para determinar si debe usar varianzas iguales o distintas, realice
la prueba de hipdtesis respectiva.
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Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacion. Ejercicio 10.32.

190



9 Tests mas potentes

En esta seccion se hara una revisiéon de algunos aspectos generales relacionados con la potencia
de un test, los tests méas potentes, y los tests de razén de verosimilitudes.

9.1 Funcién de potencia de un test

Sea T un test no aleatorizado para el juzgamiento de H,, con funcién critica ¢ (x). La funcién
de potencia denotada como 7 (6) es una funcién con dominio © y recorrido el intervalo (0, 1),
definida como,

m(0) = Pyl (X) = 1]

Si ©;, = 6§, la funcién
/87(9) =1- 7r‘r<0)

es denominada curva caracteristica de operacién o curva CO del test 7.
La funcién de potencia de un test en teoria perfecto 7 seria,
7,(0) = 1T, (0)

o equivalentemente la curva CO para un test en teoria perfecto 7 se estableceria como,
B-(0) =1—1g (0)

Ejercicio 9.1. El tiempo que una persona requiere para comprar una tarjeta de ingreso en
el sistema de Transmilenio en la estacién de Alcala durante el 2002, ha mostrado un compor-
tamiento que sugiere el modelo Uniforme en el intervalo (0,6) para su descripcién. Se afirma
que el tiempo maximo de permanencia en la fila estd entre dos y tres minutos. Para evaluar
la afirmacién y tomar los correctivos del caso, se va a registrar el tiempo empleado por n
personas que seran elegidas por medio de un procedimiento especial de muestreo en la rampa
de ingreso, y se propone la utilizacion del test,

7: Rechazar H si z(,) < 1.9 osiz,) > 3.1,
para el juzgamiento de la hipdtesis nula H, en el sistema,
H,:0 € [2,3]frente aH, : 6 ¢ [2,3].

Determinar la funcién de potencia del test propuesto.
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Solucién

La funcién de potencia del test propuesto es

7,.(0) = Pl (X) = 1]

=P[X, <190 X, >31]
=P[X, < Lol +P [X () > 3.1]
=P [X(, <19 +1—P[X, <3.1]
= FX<n)<1-9? 0)+1— FX(n)(3-1§ 0)

donde,
xn

Fx, (z;:0) = [Fy(z)]" = H—nI[o,e)<90) + Lig,00) (),

N 1A et~




9.2 Test mas potente

Definicion 9.1. Sea el sistema de hipétesis,
H,:0=0yfrente al, : 0 =0,
el test 7 se denomina test mas potente para H, con nivel a, si,

7-‘—7'(00> =

7TT<91> S Uy (01>

para todo test 7" de nivel menor o igual a a.

9.3 Test uniformemente mas potente (UMP)

Definicion 9.2. Sea el sistema de hipétesis,

H,:0¢c Oyfrente aH, : 0 € O,
el test 7 se denomina test uniformememte mas potente (test UMP), para H,, con nivel
a, si,

sup 7,.(0) = «
0€O,

7,(6) < 7,.(0)

para todo 6 € ©, y para todo test 7* de nivel menor o igual a «.

jexiste algiin mecanismo para obtener o construir el mejor test posible para cada
situacién (el test més potente para cada sistema de hipédtesis y cada o dados)?

9.4 Razén simple de verosimilitudes

Definicion 9.3. Sea el sistema de hipotesis simples,
H, : 0= 0yfrente aH, : 0 =0,
el siguiente test se denomina test de razdén simple de verosimilitudes de nivel a:

7: Rechazar Hy si W (24, ..., x,) <k,
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donde,

v k es una constante tal que,

Py [W(X,y,..,X,) <K =a

9.5 Lema de Neyman Pearson

Teorema 9.1. El test de razon simple de verosimilitudes es un test mds potente para
HO-

9.6 Razdn generalizada de verosimilitudes

Definicion 9.4. Sea el sistema de hipotesis,
H, : 0 € Oyfrente aH, : € O,

con ©; U©, = O (hipdtesis antitéticas), el siguiente test se denomina test de razén simple
de verosimilitudes de nivel a:

7 : Rechazar Hy si W (24, ..., x,) <k,

donde,
sup L(0;xq,...,x,)

0cO
W(l’l,...,xn>: 0

sup L (6;z4,...,2,) "’
0cO

vy k es una constante tal que,

P, X, ..., X k|l = a.
19161%)5 0[W< 1 ) n)< ] aQ

Note que el denominador de W (x4, ..., x,,) es la funcién de verosimilitud evaluada en el esti-
mador méaximo verosimil de 6.

Por otra parte, debemos conocer la distribucién de W = W (X4, ..., X,,), para poder estable-
cer la constante k, la cual necesitamos para terminar de formular por completo el test. Con
frecuencia tendremos que recurrir a tests equivalentes derivados de W (tests a partir de varia-
bles aleatorias resultantes de aplicar una serie de operaciones a W) en donde la distribucién
sea conocida. Otra alternativa es usar distribuciones asintéticas (aproximaciones), en aquellos
casos en donde se considere que la muestra es suficientemente grande.
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9.7 Razén monétona de verosimilitudes (MLR)

Definicién 9.5. Una familia de densidades {fy (z;60) : § € © C R} se dice que tiene una razén
mondtona de verosimilitudes (MLR) en la estadistica T' = T'(X4, ..., X,,), si para dicha
estadistica, el cociente,

L(0y;2q,...,2,)
L (927 Ly 7$n)
es una funcién no creciente o no decreciente de T'(zy, ..., x, ), para cada 6; < 6.

Ejercicio 9.2. Realice la deduccién analitica completa que muestra que la familia de densi-
dades Poisson tiene razén monétona de verosimilitudes en la estadistica T' = X.

9.8 UMP bajo MLR

Teorema 9.2. Sea X, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacion con densidad pertene-
ciente a una familia de densidades con MLR en la estadistica T = T(Xy,...,X,,). Si dentro
del juzgamiento de la hipdtesis nula H, se considera el sistema de hipdtesis,

H,: 0 < 0yfrente aH, : 0 > 6,
y st la razon MLR es:

a. no decreciente, entonces,

T: Rechazar Hy si T(xq,...,x,) <k

es un test uniformemente mds potente (UMP) para H, donde k es tal que,

By, T(X,,...,X,) <kl=«
b. no creciente, entonces,

T: Rechazar Hy si T(xq,...,z,) >k

es un test uniformemente mds potente (UMP) para H, donde k es tal que,

Py [T(Xy,....X,) > K] =a
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9.9 UMP bajo familia exponencial

Teorema 9.3. Sea X,,..., X, una muestra aleatoria de una poblacion con distribucion per-
teneciente a la familia exponencial unidimensional. Si dentro del juzgamiento de la hipotesis
nula H, se considera el sistema de hipdtesis,

H,:0<6, (0o0=0,)frente aH, : 0 > 0,

si T es la estadistica natural de la familia (T = Z?Zl T(X;)), y si c(f) es una funcién mond-
tona:

a. creciente de 6, entonces,

T: Rechazar Hy si T >k

es un test uniformemente mds potente (UMP) para H, donde k es tal que,

b. decreciente de 0, entonces,

T: Rechazar Hy si T < k

es un test uniformemente mds potente (UMP) para H, donde k es tal que,
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10 Algunas pruebas adicionales

O EN CONSTRUCCION.

Ejercicio 10.1. Investigue acerca de la denominada “prueba de signos” (describa en qué
consiste, en qué casos se puede utilizar, qué supuestos requiere, y cémo se obtendrian estadistico
de prueba, valor(es) critico(s) y p-valor). A partir de lo anterior resuelva el siguiente ejercicio:

Los siguientes datos representan el tiempo, en minutos, que un paciente tiene que
esperar durante 12 visitas al consultorio de un médico antes de ser atendido:

17 15 20 20 32 28
1226 25 25 35 24

Utilice la prueba de signo a un nivel de significancia de 0.05 para probar la
afirmacién del médico de que la mediana del tiempo de espera de sus pacientes no
es mayor de 20 minutos.

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-

cias. (9a. ed.) Pearson Educacién. Ejercicio 16.1.
Ejercicio 10.2. Investigue acerca de la denominada “prueba de rangos con signo de Wilcoxon”
(describa en qué consiste, en qué casos se puede utilizar, qué supuestos requiere, y cémo se
obtendrian estadistico de prueba, valor(es) critico(s) y p-valor). A partir de lo anterior resuelva
el siguiente ejercicio:

Se afirma que una nueva dieta reducira el peso de una persona en 4.5 kilogramos,
en promedio, en un periodo de dos semanas. Se registran los pesos de 10 mujeres
que siguen esta dieta, antes y después de un periodo de dos semanas, y se obtienen
los siguientes datos:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Antes 98.5 60.3 61.7 69 64 62.6 96.7 63.6 68.2 99.4
Después 60 54.9 58.1 62.1 58.5 59.9 54.4 60.2 62.3 58.7
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Utilice la prueba de rango con signo a un nivel de significancia de 0.05 para
probar la hipétesis de que la dieta reduce la mediana del peso en 4.5 kilogramos,
en comparaciéon con la hipdtesis alternativa de que la mediana de la pérdida de
peso es menor que 4.5 kilogramos.

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacién. Ejercicio 16.11 (Ejercicio 16.5).

Ejercicio 10.3. Investigue acerca de la denominada “prueba U de Mann-Withney (suma de
rangos de Wilcoxon)” (describa en qué consiste, en qué casos se puede utilizar, qué supuestos
requiere, y cémo se obtendrian estadistico de prueba, valor(es) critico(s) y p-valor). A partir
de lo anterior resuelva el siguiente ejercicio:

Un fabricante de cigarrillos afirma que el contenido de alquitran de la marca de
cigarrillos B es menor que la de la marca A. Para probar esta afirmacion se regis-
traron las siguientes medidas del contenido de alquitran, en miligramos:

Marca A 1 12 9 13 11 14
Marca B 8 10 7

Utilice la prueba de suma de rangos con un nivel de significancia de 0.05 para
probar si la afirmacién es vélida.

Walpole, Myers & Myers (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y cien-
cias. (9a. ed.) Pearson Educacién. Ejercicio 16.15.

O EN CONSTRUCCION.
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A Distribuciones muestrales

En esta seccién se hara una revisiéon de algunos aspectos relacionados con algunas distribuciones
continuas que suelen ser llamadas distribuciones muestrales.

A.1 Distribuciéon Ji/Chi-cuadrado

Caracteristicas:
Si
Z; ~N(0,1),...,7Z,~N(0,1)
entonces
14

> 72~

i=1
(Si Zy,..., 2, son variables aleatorias normales estandar independientes, entonces la variable

aleatoria E;l Z? es chi-cuadrado de pardmetro 1/.)

Dominio (valores que puede tomar la variable aleatoria):
xeRT

Parametros:

v, grados de libertad de la variable aleatoria. v € Z+

Notacién:

X ~ x2, esto se lee asi: la variable X tiene una distribucién chi-cuadrado con v grados de
libertad.

Funcion de densidad:

V2 lem2/2 Si x>0

1
fx(z) = {2’“/2F<v/2>

0 en otro caso

Funcion de distribucién acumulativa:
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Fx(z) no tiene una expresién analitica cerrada simple.

Valor esperado y varianza:

« px=FEX]=v

e 0% =Var[X]=2v

Funcion caracteristica:

px(t) = (1—2it)"/>

Para ilustrar:

@ Efecto de los parametros

https://cjtorresj.shinyapps.io/introChiSqDistribution/

¢ Chi-Squared Dist
o Chi-Square Distribution Applet/Calculator

{Cémo hallar o calcular probabilidades?:

Use aproximaciones numéricas tabuladas (ver libro de Anderson. Pagina 983) o herramientas
tecnologicas que calculen las aproximaciones numéricas.

Ejercicio A.1.

. Sea X ~x2iy

a) P[X > 23.685] = ;?
b) P[X < 6.571] = ¢?
¢) P[4.075 < X < 21.064] = ;?

o Sea X ~ x2_;

a) P[X > 7] =0.95
b) P[X < ;7] =0.9
) P[}? < X < 16.812] = 0.98

o Sea X ~ X} _o3

a) P[X > ;7] =0.05
b) P[X > 7] = 0.975
¢) P[X > 7] =0.025
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https://cjtorresj.shinyapps.io/introChiSqDistribution/
https://istats.shinyapps.io/ChisqDist/
http://homepage.stat.uiowa.edu/~mbognar/applets/chisq.html

A.2 Distribucion t de Student

Caracteristicas:
Si
Z ~N(0,1)
y
V ~ X?,
son independiente, entonces,
VA

N

(Si Z es una variable aleatoria normal estandar, V' es una variable aleatoria chi-cuadrado con

v grados de libertad, y Z y V son independientes, entonces la variable aleatoria 5 7 €8 t de

Student con v grados de libertad.)

Dominio (valores que puede tomar la variable aleatoria):
reR

Parametros:

v, grados de libertad de la variable aleatoria. v € Z+

Notacion:

X ~ t,,
libertad.

Funcién de densidad:

esto se lee asi: la variable X tiene una distribucién t de Student con v grados de

—(v+1)/2

[x(z) =

~Tomve (147)

Funcién de distribucién:
Fx(z) no tiene una expresién analitica cerrada simple.

Valor esperado y varianza:

o uy = FE[X] =0 parav> 1.
o 0% =Var[X] = ;% para v > 2.

Para ilustrar:
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@ Efecto de los pardmetros

https://cjtorresj.shinyapps.io/introtDistribution/

e t Distribution
o Student’s t-Distribution Applet/Calculator
{Cémo hallar o calcular probabilidades?:

Use aproximaciones numéricas tabuladas (ver libro de Anderson. Pagina 980) o herramientas
tecnoldgicas que calculen las aproximaciones numéricas.

Ejercicio A.2.
e Sea X ~t, g

a) P[X > 2.306] = ;?
b) P[X < 0.889] = ;?
¢) P[—1.397 < X < 2.896] = ;?

o Sea X ~ tl/:16

a) P[X > 7] =0.95
b) P[X < ?]=0.1
c) P[i?7< X <;?7=0.98

e Sea X ~t, 39

a) P[X > ;7] =0.05
b) P[X > 7] = 0.975
¢) P[X > 7] =0.025

A.3 Distribucién F de Fisher-Snedecor

Caracteristicas:
Si
U~ x2,
y
V~x2,
son independientes, entonces,
U/l/l ~ f
V /vy V1:v2
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https://istats.shinyapps.io/tdist/
http://homepage.stat.uiowa.edu/~mbognar/applets/t.html

(Si U es una variable aleatoria chi-cuadrado con v; grados de libertad, V es una variable

aleatoria chi-cuadrado con v, grados de libertad, y U y V son independientes, entonces la

Uy og

variable aleatoria T
/va

F de Fisher con v; grados de libertad en el numerador y v, grados

de libertad en el denominador.)

Dominio (valores que puede tomar la variable aleatoria):
x € [0,00)
Parametros:

vy, grados de libertad en el numerador de la variable aleatoria, y v,, grados de libertad en el
denominador de la variable aleatoria. vy, v, € Z"

Notacion:

X ~ fu, v, 0 cual se lee asi: la variable X tiene una distribucién F de Fisher con vy y v,
grados de libertad.

Funcion de densidad:
(vy @)V1 vy

X = B0 2, 0,72)

Funcién de distribucién:
Fx(z) no tiene una expresién analitica cerrada simple.

Valor esperado y varianza:

o i, = E[X] = =25 para vy > 2.

Vy—
e 0% =VarlX]= % para vy > 4.

Para ilustrar:

@ Efecto de los parametros

https://cjtorresj.shinyapps.io/introF Distribution/

o F-Distribution

o F-Distribution Applet/Calculator
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https://cjtorresj.shinyapps.io/introFDistribution/
https://istats.shinyapps.io/FDist/
http://homepage.stat.uiowa.edu/~mbognar/applets/f.html

({Como hallar o calcular probabilidades?:

Use aproximaciones numéricas tabuladas o herramientas tecnolégicas que calculen las aproxi-
maciones numeéricas.

Cuando se usan aproximaciones numéricas tabuladas, suele ser necesario usar la siguiente
propiedad:

Si
Yo~ fu2,v1
entonces 1
? =X~ fvl,v2

Lo que quiere decir que,

1 1

P[Y<y]:P[—>f} :P[X>—}
Yy y

Ejercicio A.3.

o Sea X ~ Fu1:10,y2:15

a) P[X > 2.06] = ;?

b) P[X < 3.80] = ;?

c) P[2.54 < X < 3.06] = ;7
d) P[X > ;7] = 0.025

e) P[X > ;7 = 0.95

f) P[X > ;7] = 0.975

* Sea X ~ Fl/1=15,l/2=10

a) P[X >2.24] = ;7

b) P[X < 4.56] = ;?

c) P[2.85 < X < 3.52] = ;7
d) P[X > ;7] =0.025

e) P[X > ;7] = 0.95

f) P[X > ;7] = 0.975
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B Familia exponencial

En esta seccién se hard una revision de algunos aspectos relacionados con la familia exponen-
cial.

Definicién B.1 (Familia exponencial uniparamétrica). Una distribucién de probabilidad,
con pardmetro 6, pertenece a la familia exponencial uniparamétrica (univaria-
da/unidimensional), si la funcién de masa de probabilidad / funcién de densidad se puede
escribir de la forma,

fx(w;0) = exp (c(0) T(x) +d(0) + S(2) ) L (x)

donde ¢(0) y d(#) son funciones que dependen tinicamente de 0, S(z) y T(z) son funciones que
dependen unicamente de z, y A no depende de 6.

Naturalmente, las distribuciones con mas de un parametro pueden considerarse distribuciones
uniparamétricas, si todos sus parametros, excepto uno, se consideran conocidos.

Definicién B.2 (Familia exponencial multiparamétrica). Una distribucion de pro-
babilidad pertenece a la familia exponencial multiparamétrica (multivaria-
da/multidimensional) si la funcién de masa de probabilidad / funcién de densidad
se puede escribir de la forma,

fx(x:6) = exp (¢(8) T(x) +d(6) + S(x) ) L (x)
donde T(x) y ¢(#) son funciones vectoriales, y S(x) y d(6) son funciones reales.

Ejercicio B.1. Determine si la distribucién binomial (X ~ Binomial(n = n conocido,p =
0)) pertenece a la familia exponencial uniparamétrica.

Ejercicio B.2. Para X,,..., X, son variables aleatorias idénticamente distribuidas con fun-
cién de densidad comun perteneciente a la familia exponencial uniparamétrica, determine si
la funcién de densidad conjunta fy(xq,...,z,) también pertenece a la familia exponencial
uniparameétrica.
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No todos los libros usan una misma notaciéon para la definiciéon de familia exponencial,
sin embargo utilizan ecuaciones equivalentes que expresan lo mismo:

E. Cepeda (2015). Estadistica Matematica. Universidad Nacional de Co-
lombia.:

Px(x,60) = exp (¢(6)' T(x) +d(0) + S(x) ) Ly(x)

J. H. Mayorga (2004). Inferencia Estadistica. Universidad Nacional de Co-
lombia.:

k
f(x,0) = exp (Z d;(x)c;(0) + a(f) + b(x))

G. Casella, R. L. Berger (2001). Statistical Inference. Brooks/Cole.:

k
£(x|6) = h(x)c(8) exp (Z wi<9>ti<x>>

J. Shao (2003). Mathematical Statistics. Springer.:

P,

—L(w) = exp ([n(6)] T(w) = (6) ) n(w)

Si una funcién de densidad fx(x; ) pertenece a la familia exponencial unipardmetrica y si ¢()
es una funcién uno a uno, haciendo 7 = c(6), y por ende # = c~!(n), entonces dicha funcién
de densidad se puede escribir de la siguiente manera,

fx(z;n) = exp (nT(z) + do(n) +S(x)) L4(2)

donde dy(n) = d(c'(n)). Esta forma de escribir la familia exponencial uniparamétrica es
denominada la forma natural de la familia exponencial, 1 es conocido como el parame-
tro natural de la distribucién y T'(z) ha sido llamada la estadistica natural por algunos
autores.

Si ¢ no es una funcién uno a uno, dy(n) se puede determinar facilmente.
dy(n) = —log/ exp (nT(xz) + S(x)) dx
A

Teorema B.1. Si X tiene distribucion en la familia exponencial uniparamétrica y n es un
punto interior de H = {n: dy(n) es finito}, la funcion generadora de momentos de T(X) estd
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dada por
U(s) = exp (dg(n) —do(n + 5))

A partir de lo anterior, se tiene que,

« E[T(X)] = —dy(a).
o Var[T(X)] =—dj(n)

Ejercicio B.3. Sea X, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacién con distribucién bino-
mial de pardmetros n = ny, € N conocido y p = 6 € (0, 1). Utilizando el anterior resultado,

o Determine la media y la varianza de la distribucién poblacional (ya se sabe que tienen
que dar px = np y ox = np(1—p)).

¢ Determine la funcién generadora de momentos, la media y la varianza del correspondiente
estadistico natural de la muestra (T(X)).

En general, en la familia exponencial, el conjunto de valores para los cuales fy (z;6) > 0
no puede depender de 6 jpor qué?

Las estimaciones de maxima verosimilitud de n = (n;,...,n;) se pueden obtener solucionando
el sistema de ecuaciones dado por,

od

= —T;(z)

on;

parai=1,... k.

B.1 Ejercicios

1. Verifique que las siguientes distribuciones pertenecen a la familia exponencial unipara-
métrica. Encuentre su forma canoénica y el conjunto de valores posibles del parametro
natural. Encuentre funciéon generadora de momentos, valor esperado y varianza utilizan-
do los resultados expuestos en esta seccion.

o Poisson.

o Binomial Negativa con el paramétro niimero de éxitos conocido.
o Exponencial.

¢ Weibull con el pardametro de forma conocido.

o Laplace con media conocida

e Normal con varianza conocida.

e Normal con media conocida.
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2. Verifique que las siguientes distribuciones pertenecen a la familia exponencial multipara-
métrica

e Normal

o Gamma

¢ Beta

o Lognormal
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